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מבחן מסכם באותות אקראיים ורעש – סמסטר א תשע"ב מועד א
שאלה 1 
        יהיוY,h ,X שלושה  מ"מ  בלתי תלויים כך שX,Y  מ"מ נורמליים המתפלגים:X~N(3,4)  ,  Y~N(0,4) וh הוא מ"מ בדיד כך ש:  p(h=1)=p(h=3)=1/2.  נגדיר מ"מ Z  כך ש Z=hX+Y.
1. חשב את המשערך האופטימלי במובן  MMSE  של X  בהנתן  Z  וh.
חישובים מקדימים :
· 
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בשתי השורות השיוויון (*) נובע מכך ש Y ,X בת"ס ולכן ניתן להפריד תוחלות.
ה"טריק" בשאלה זו הוא שבהינתן משתנה מקרי ניתן להתייחס אליו כאל קבוע (כי הוא נתון) ולכן
בהינתן 
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 הוא מ"מ גאוסי עם תוחלת 
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 ושונות 
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ובהינתן 
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 הוא מ"מ גאוסי עם תוחלת 9 ושונות 
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יתרה מזו בהינתן h, המשתנים X ,Z גאוסיים במשותף ולכן השערוך האופטימלי של X בהינתן h יהיה ליניארי במדידה Z .
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כלומר אם 
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 השערוך שלנו יהיה 
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 ואם 
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 השערוך יהיה  
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הערה חשובה:שימו לב כי המשערך אינו  ליניארי במדידות   hו Z.

2. מהי שגיאת השערוך הרבועית הממוצעת של המשערך מסעיף א?
עבור 
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 השגיאה הריבועית הממוצעת תהיה 
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עבור 
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 השגיאה הריבועית הממוצעת תהיה
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בדיקת שפיות: כאשר h גדול יותר נצפה לשערוך טוב יותר של X (מדוע?)
היות ובחצי מהמקרים h=1 ובחצי מהמקרים h=3  השגיאה הריבועית הממוצעת תהיה 
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שאלה 2 

        יהיו X,Y שני מ"מ  המתפלגים במשותף על פי פונקציית הצפיפות:
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1. מצא את פונקצית הצפיפות של המכפלה Z=XY.
נפתור בשני אופנים:
בדרך א' נמצא תחילה את פונקצית הפילוג המצטברת 
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ע"י אינטגרציה על פונקצית הצפיפות הנתונה בתחום 
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, לאחר מכן ע"י גזירה ב a נקבל את פונקצית הצפיפות המבוקשת:
ראשית עבור  a<0   
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עבור 
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ולבסוף עבור a>1
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כעת ע"י גזירה לפי a של הביטוי נקבל את פונקצית הצפיפות של XY :
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הדרך השנייה לפתרון השאלה תהיה באמצעות השימוש בטרנספורמציה של שני משתנים. נגדיר מ"מ עזר W=X ונמצא את פונקצית הפילוג המשותפת של W ו Z על פי הנלמד בכיתה תוך שימוש בנוסחא 
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     היעקוביאן המתאים לבעיה הינו 
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ולכן ע"פ הנוסחא לעיל  
[image: image31.wmf](

)

ï

î

ï

í

ì

³

£

£

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

w

o

w

z

w

z

w

w

w

z

w

f

w

z

f

Y

X

W

Z

.

0

1

,

1

0

4

,

,

3

3

,

,


ובכתיבה קצת יותר נוחה נקבל  
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2. חשב את 
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נשים לב כי ניתן בקלות לרשום 
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ולכן מכלל הפקטוריזציה  X,Y שני מ"מ  בת"ס. נוכל להיווכח בכך גם ע"י חישוב מפורש של ההתפלגויות השוליות 
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 EMBED Equation.3  [image: image37.wmf](
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. את התוחלת של Y  ניתן לקבל בקלות ע"י ההגדרה תוך שימוש בהתפלגות השולית שלו: 
[image: image39.wmf]{

}

2

2

1

3

=

=

ò

¥

dy

y

y

Y

E

.
שאלה 3


יהי N(t)  תהליך פואסון עם פרמטר  
[image: image40.wmf]l

.  נגדיר תהליך אקראי באופן הבא:
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1. מה ההסתברות ש N(t) הוא מספר זוגי?
חוק ההסתברות של תהליך פואסון הוא 
[image: image42.wmf](
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לכן, ניתן לחשב ישירות את ההסתברות ש-
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 יהיה זוגי או אי זוגי, עבור זמן מסוים 
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כאשר השיוויון האחרון נובע מהנוסחא
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   (הפיתוח לטור טיילור של cos היפרבולי).
2. מצא את פונקצית התוחלת ופונקציית האוטוקורלציה של  התהליך y(t).
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נשים לב כי 
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 תהליך פואסון ולכן מקבל רק ערכים שלמים ועל כן התהליך 
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כלומר נוכל לרשום 
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בסעיף א' קיבלנו כי 
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 ולכן המאורע המשלים יהיה  
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כעת לחישוב האוטו קורלציה של  התהליך y(t)
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נשתמש בנוסחא 
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נשים לב כי 
[image: image59.wmf]0

2

cos

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

k

p

p

 לכל k שלם ולכן המחובר הימני נופל.לגבי המחובר השמאלי, 
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 גם הוא משתנה בינארי שמקבל ערכים 
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 כתלות באם מספר הקפיצות של 
[image: image64.wmf](

)

t

N

בקטע 
[image: image65.wmf][

]

t

+

t

t

,

זוגי או א"ז.
מתכונות תהליך פואסון ידוע כי 
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במילים אחרות הסיכוי לקבל מס' זוגי/אי זוגי של קפיצות בקטע 
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 זהה לסיכוי לקבל מס' זוגי/אי זוגי בהתאמה, של קפיצות בקטע 
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באותו אופן עבור 
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ולכן סה"כ 
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3. האם y(t)  הוא תהליך WSS  ?
  אמנם פונקצית האוטו קורלציה של התהליך תלויה בהפרש הזמנים בלבד אך תוחלת התהליך אינה קבועה בזמן ולכן התהליך אינו wss.
[image: image73.png]_1391162587.unknown

_1391163214.unknown

_1391842663.unknown

_1391843233.unknown

_1391843910.unknown

_1391845353.unknown

_1391845446.unknown

_1391845492.unknown

_1391845719.unknown

_1391845368.unknown

_1391843956.unknown

_1391844098.unknown

_1391843280.unknown

_1391843888.unknown

_1391843247.unknown

_1391842901.unknown

_1391842920.unknown

_1391842675.unknown

_1391842366.unknown

_1391842598.unknown

_1391842636.unknown

_1391842574.unknown

_1391163819.unknown

_1391163838.unknown

_1391163022.unknown

_1391163140.unknown

_1391162649.unknown

_1391156608.unknown

_1391159839.unknown

_1391159981.unknown

_1391161971.unknown

_1391162575.unknown

_1391159977.unknown

_1391159583.unknown

_1391159823.unknown

_1391159808.unknown

_1391157342.unknown

_1391159547.unknown

_1391156623.unknown

_1391157312.unknown

_1390988455.unknown

_1390994440.unknown

_1391156081.unknown

_1391156268.unknown

_1390994591.unknown

_1390998648.unknown

_1390994445.unknown

_1390992495.unknown

_1390992634.unknown

_1390993924.unknown

_1390993957.unknown

_1390992964.unknown

_1390992523.unknown

_1390991275.unknown

_1390991364.unknown

_1390990289.unknown

_1390982611.unknown

_1390982692.unknown

_1390988313.unknown

_1390982681.unknown

_1389864521.unknown

_1389868260.unknown

_1389170497.unknown

_1153734967.unknown

_1389078940.unknown

_1153734949.unknown

_953636968

