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 ח" תשס–מבוא לתורת הצפינה 

 

 2 -תרגיל בית פתרון 

  1שאלה מספר 

 : המשפטים הבאיםאת וחיהוכ

 :היא מקיימת,  המרחק הינה מטריקהפונקצית .א

)סימטריה  .א ) ( ), ,d x y d y x=. 

)אי שלילית  .ב ), 0d x y x אם 0- ל ושווה≤ y=. 

)ש  המשולןאי שוויו .ג ) ( ) ( ), , ,d x y d y z d x z+ ≥. 

 :הוכחה

)יהיו  ) ( ) ( )1 0 1 0 1 0, , , , ,n n nx x x y y y z z z− − −=   =   =… … … 

   .א

( ) { } { } ( ), | 0... 1 | 0... 1 ,i i i id x y i x y i n i y x i n d y x=      ≠  ,    = − =      ≠ ,    = − =

 

) .ב ) { }, | 0... 1 0i id x y i x y i n=      ≠  ,    = −  . עוצמה של קבוצה היא תמיד אי שלילית ≤ 

( ) { }, | 0... 1 0

: , 0... 1

i i

i i

d x y i x y i n

i x y i n x y

=      ≠  ,    = −  =  

⇔

∀      =    = −  ⇒ =

 

)נתבונן באיבר   .ג ),d x z . עבור כלi ix z≠ לא יתכן מצב בו i i i ix y and y z=   = 

)לכן עבור כל קידום של ) izאחרת שניהם שווים ל( ),d x z אנו מקדמים גם את 

( ) ( ), ,d x y d y z+מכאן נובע כי.  בלפחות אחד:( ) ( ) ( ), , ,d x y d y z d x z+ ≥ 

) אם  .ב )G I A=  מטריצה יוצרת של קודC מטריצה בודקת מהצורה  לקוד אזי קיימת

( )TH A I= −. 

 :הוכחה

( ) ( ) ( ) 0T
k k n k

n k

A
GH I A I A A I A A

I −
−

− 
= = −  + = − + = 
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 :2שאלה מספר 

) מעל ינתון כי אוסף המילים הבאות פורש קוד ליניאר )5GF: 

    

(1,0, 4,3)

(1,1,1, 2)

(0,1, 2, 4)

 

 )מספר מילות הקוד ,מימד הקוד  ,אורך הקוד(מצאו פרמטרי הקוד  .א

 סיסטמטי Gמצא ? האם היא יחידה) מטריצה יוצרת של הקוד  (Gמצאו  .ב

 .ות קוד מתאימותת אינפורמציה ומילומילחמש תנו דוגמא ל .ג

 ?האם היא יחידה) מטריצה בודקת של הקוד (Hמצאו  .ד

,0,1)חשבו את הסינדרום של מילת הקוד  .ה 2, 4) 

 Hת בעזרת ות קוד נוספומילשלוש  ומצא .ו

 ?Hמה מספר העמודות התלויות של ?  של הקודימהו המרחק המינימאל .ז

 ?ויכולת תיקון השגיאות של הקוד מצאו יכולת גילוי השגיאות של הקוד .ח

 :פתרון

4nאורך הקוד הוא  .א נדרג אותה ונבדוק , את מימד הקוד נציב את מילות הקוד במטריצהלמצי. =

 :מה מספר השורות השונות מאפס בתום הדירוג

10 4 3 10 4 3 10 4 3

11 12 012 4 012 4

012 4 012 4 0 0 0 0

4Ι+ΙΙ−>ΙΙ 4ΙΙ+ΙΙΙ−>ΙΙΙ
              

                                 
                   

∼ ∼ 

2kקיבלנו שתי שורות השונות מאפס ולכן בתום הדירוג  =. 

25מספר מילות הקוד בקוד ליניארי    25kq = =. 

1. 
10 4 3

012 4
G

    
=      

 

 . לא יחידהG מורכבות מווקטורי הבסיס הפורשים את אוסף מילות הקוד ולכן Gשורות 

) סיסטמטי יש לדרג את המטריצה עד לקבלת מטריצה בצורת Gלמציאת  )|G A I=  או  

( )|G I A=.  במקרה שלנו שני האיברים הימניים מכל שורה תלויים אחד בשני ולכן לא נוכל

)להגיע למטריצה מהצורה  )|G A I=   . 

) כפי שהיא נתונה היא מהצורה Gהמטריצה  )|G I A=כלומר סיסטמטית כך ש k 

  .הם סימבולי האינפורמציה) משמאל(הראשונים הסימבולים 

1עבור מילת האינפורמציה  .2 0( , ) (1,0)m m =  
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( )
�

( )
10 4 3

10 10 4 3
012 4

cm G

    
  =         

                        

�����

����� 

 :ובאופן דומה

( )
( )
( )
( )

1 0 3 2 1 0

1 0 3 2 1 0

1 0 3 2 1 0

1 0 3 2 1 0

( , ) (1,1) ( , , , )

( , ) (0, 4) ( , , , )

( , ) (0, 2) ( , , , )

( , ) (1, 2) ( , , , )

m m c c c c

m m c c c c

m m c c c c

m m c c c c

=      ⇒  = 1 1 1 2    

=      ⇒  = 0 4 3 1       

=      ⇒  = 0 2 4 1    

=      ⇒  = 1 2 3 1    

 

)אם  : ניעזר במשפט .3 | )kG I A= )  אזי קיימת מטריצה בודקת מהצורה   | )T
n kH A I −= −   

�� � �

2 2

mod510 4 3 1 0 1 0
2 4 0 1 0 1

TAI IA

G H
−

   −4 − 2         1  3        =     ⇒    =   =    0 1  −3 − 4     2  1            

 

 .  נקבל מטריצה בודקת נוספת ולכן אינה יחידהHאם נחליף את שורות המטריצה 

4.  

0

1 0 1 0

0 1 2 0

4

TSyndrome Hy

S

 = 

 
 1  3        = =    2  1       
 
 

 

 .סינדרום של מילת קוד שווה תמיד לאפס: הערה

 :נראה את החישוב בצורה אלגברית. סינדרום של מילת קוד הוא אפס .5

�

3
*

2
3 2 1 0

1

0

1 0 1 3 1 0
0

0 1 2 1 0 1
T T

c

c
S Hy Hc c c c c

c

c

 
 1  3              = = = = + + +  =           2  1             
 
 

 

*y c e= 0e אך במילת קוד + y ולכן = c=. 

 אשר תגרור Hמציאת מילת קוד שקולה למציאת קומבינציה ליניארית של עמודות המטריצה 

0S ):  קודתו למילותדוגמא. = ) ( ) ( )13 0 0 , 14 2 4 , 2 3 4 3          . 

-לי בקוד ליניארי שקול גם למציאת המספר הקטן ביותר של עמודות תלויות בהמרחק המינימא .6

H 2 במקרה שלנו שתי העמודות הראשונות תלויות ולכן המרחק המינימאלי הואd = . 

  Hקה המרחק אינו יכול להיות אחד כיוון שאין עמודת אפסים במטריצת הבדי: הערה
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 :3שאלה מספר 

 מעל ינתון כי אוסף המילים הבאות פורש קוד ליניאר
( )3GF

: 

    

(2,1,0,1)

(1,2,0, 2)

(0,1,1,2)

 

 ?מהו אורך הקוד .1

 ?מה מספר מילות הקוד ?מהו מימד הקוד .2

 סיסטמטי Gמצא ? האם היא יחידה) הקודמטריצה יוצרת של   (Gמצאו  .3

 .תנו דוגמא למילת אינפורמציה ומילת קוד מתאימה .4

 ?האם היא יחידה) מטריצה בודקת של הקוד (Hמצאו  .5

,0,1,1)חשבו את הסינדרום של מילת הקוד  .6 2) 

  Hעזרת  מילת קוד נוספת בומצא .7

 ?  של הקודימהו המרחק המינימאל .8

 ?מהי יכולת גילוי השגיאות של הקוד .9

 ?מהי יכולת תיקון השגיאות של הקוד .10

   Gעל פי מטריצה ) צירופי(תכנן מעגל מקודד  .11

  Hלפי מטריצה ) צירופי(תכנן מעגל חישוב סינדרום  .12

 :פתרון

1. 4n = 

נדרג אותה ונבדוק מה מספר השורות השונות מאפס בתום , נציב את מילות הקוד במטריצה .2

 :הדירוג

2101 2101 2101

12 0 2 0 0 0 0 0112

0112 0112 0 0 0 0

Ι+ΙΙ−>ΙΙ ΙΙ<−>ΙΙΙ
              

                                
                   

∼ ∼ 

2kבתום הדירוג קיבלנו שתי שורות השונות מאפס ולכן  =. 

 .ונות תלויות אחת בשנייה ניתן היה מראש לראות כי שתי המילים הראש:הערה

23מספר מילות הקוד בקוד ליניארי    9kq = =. 

3. 
2101

0112
G

    
=      

 

 . לא יחידהG מורכבות מווקטורי הבסיס הפורשים את אוסף מילות הקוד ולכן Gשורות 

) סיסטמטי יש לדרג את המטריצה עד לקבלת מטריצה בצורת Gלמציאת  )|G A I=  : 
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2101 0112 2 210

0112 2101 2101
systematic

ΙΙ↔Ι ΙΙ+Ι→Ι              
 ∼      ∼                    

�����

 

)עבור מילת האינפורמציה  .4 1, 0) (1, 2)m m =  

( )
�

( )
2101

12 2 0 2 2
0112

cm G

    
  =         

                        

�����

����� 

)אם  : ניעזר במשפט .5 | )G I A= )מת מטריצה בודקת מהצורה   אזי קיי  | )TH A I= −   

) לצורת Gראשית נדרג את       | )G I A=  : 

mod3

2101 2 0 2 2 1011

0112 0112 0112

1 1 1 0 2 210

1 2 0 1 2101

G

H

2∗ΙΙ+Ι→Ι 2∗Ι→Ι              
=  ∼      ∼                    

⇒

−   −             
= =      −   −             

 

 .  נקבל מטריצה בודקת נוספת ולכן אינה יחידהHאם נחליף את שורות המטריצה 

6.  

0

2 210 1 0

2101 1 0

2

TSyndrome Hy

S

 = 

 
        = =          
 
 

 

 .סינדרום של מילת קוד שווה תמיד לאפס: הערה

 :נראה את החישוב בצורה אלגברית. סינדרום של מילת קוד הוא אפס .7

�

3
*

2
3 2 1 0

1

0

2 210 2 2 1 0
0

2101 2 1 0 1
T T

c

c
S Hy Hc c c c c

c

c

 
              = = = = + + +  =                       
 
 

 

*y c e= 0e אך במילת קוד + y ולכן = c=. 

 אשר תגרור Hמציאת מילת קוד שקולה למציאת קומבינציה ליניארית של עמודות המטריצה 

0S  . 1011: דוגמא למילת קוד. =

. המינימאלי מבין כל מילות הקודHamming המרחק המינימאלי בקוד ליניארי שקול למשקל  .8

3dבמקרה שלנו  = . 

המרחק המינימאלי בקוד ליניארי שקול גם למציאת המספר הקטן ביותר של עמודות : מסקנה

 .H-תלויות ב
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1יכולת גילוי השגיאות של הקוד היא  .9 2d −  =  

יכולת תיקון השגיאות של הקוד היא  .10
1

1
2

d
t

− =  =   
 

תכנון מקודד לפי  .11
2101

0112
G

    
=      

) מעל  )3GF: 

,1: משתני כניסה 0M M לפי המיפוי להלן( כאשר כל אחד מהם בגודל שני ביטים.( 

3: משתני יציאה 2 1 0, , ,C C C C פוי להלןלפי המי( כאשר כל אחד מהם בגודל שני ביטים.( 

 :כניסות ויציאות המערכת נקבעות על פי המיפוי הבא

 סימבול מיפוי

00 0 

01 1 

10 2 

 :תיאור המערכת

 

 :מימוש

,1פעולת הקידוד היא מכפלת מילת הכניסה  0M M במטריצה היוצרת Gכלומר : 

( ) ( )1 0 1 1 0 0 1 0

2101
, , , 2

0112
M M M M M M M M

    
 = 2 + +     
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 : לכן נתכנן בנפרד את הרכיבים הללו3פעולות החיבור והכפל מבצעות במודול 

) מעל 2-נממש מכפל ב )3GF: 

1:משתני כניסה 0,X Xכאשר כל אחד מהם בגודל ביט אחד . 

1: משתני יציאה 0,Y Yחד כאשר כל אחד מהם בגודל ביט א. 

 :תיאור המערכת
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 :טבלת אמת

1 0,Y Y 1 0,X X 

00 00 

10 01 

01 10 

** ** 

 :מטבלת האמת מתקבלות משוואות המערכת

1 0 0 1Y X Y X= = 

 

)נממש מסכם מעל  )3GF: 

1 :משתני כניסה 0 1 0, , ,a a b bכאשר כל אחד מהם בגודל ביט אחד . 

1: משתני יציאה 0,Y Yכאשר כל אחד מהם בגודל ביט אחד . 

 :תיאור המערכת
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 טבלת אמת

1 0,Y Y 1 0,b b 1 0,a a 

00 00 

01 01 

** 11 

10 10 

00 

01 00 

10 01 

** 11 

00 10 

01 

10 00 

00 01 

** 11 

01 10 

10 

** 00 

** 01 

** 11 

** 10 

11 

 

 :נבצע מינימיזציה בעזרת מפת קרנו

 : מתקבל1Yעבור 

10 11 01 00 
1 0,a a 

1 0,b b 

1 * 0 0 00 

0 * 1 0 01 

* * * * 11 

0 * 0 1 10 

 

1 1 0 1 0 0 1 1 0Y a a b a b a b b= + + 
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 : מתקבל0Yעבור 

 

10 11 01 00 
1 0,a a 

1 0,b b 

0 * 1 0 00 

0 * 0 1 01 

* * * * 11 

1 * 0 0 10 

 

0 1 1 0 1 0 1 0 0Y a b a b b a a b= + + 

תכנון מעגל חישוב סינדרום לפי  .12
2 210

2101
H

    
=      

 

3: משתני כניסה 2 1 0, , ,Y Y Y Y לפי המיפוי להלן( כאשר כל אחד מהם בגודל שני ביטים.( 

1: משתני יציאה 0,S S לפי המיפוי להלן( כאשר כל אחד בגודל שני ביטים.( 

 :רכת נקבעות לפי המיפוי הבאכניסות ויציאות המע

 סימבול מיפוי

00 0 

01 1 

10 2 

 

 :תיאור המערכת
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 :מימוש

)פעולת חישוב הסינדרום היא מכפלת הווקטור המתקבל  )3 2 1 0, , ,Y Y Y Y במטריצה הבודקת Hכלומר : 

3

2 1

1 0

0

1 3 2 1

1 3 2 0

2 210

2101

2 2

2

Y

Y S

Y S

Y

S Y Y Y

S Y Y Y

 
        =          
 
 

= + +

= + +

 

 

 

 

Tal
Rectangle


