הרצאה 1     21.2.2011
עיבוד ספרתי של אותות
מרצה: ד"ר יצחק ברגל. בנין 1103 חדר 428. bergeli@eng.biu.ac.il
שעות קבלה: יום ב' 15:00-16:00

הרכב הציון: 
מבחן סופי: 85%



בוחן אמצע: 5% (בונוס) 27.4.2011



תרגילי בית: 5% (חובה)



תרגיל מחשב: 10% (חובה)

אתר הקורס: http://hl2.biu.ac.il
נושאי הקורס:
-  התמרת Z (Z-trasnform) - חזרה והרחבה.

- משפט הדגימה (sampling theorem) - חזרה והרחבה. משפט הדגימה, דגימה של אות בפס מעבר, שינוי קצב הדגימה [דצימציה (decimation) / אינטרפולציה (Interpolation)]

- התמרת פורייה בדידה (Discrete Fourier Transform) - תכונות ההתמרה. קשר ל-DTFT. קונבולוציה מעגלית וליניארית.

-  התמרת פורייה מהירה (Fast Fourier Transform) וחישוב של DFT: דצימציה בזמן ובתדר

-  שימושים של התמרת פורייה מהירה

-  תכונות של מסנני FIR
-  מסננים אנלוגיים: Butterworth , Chebyshev , Ellitic
-  תכנון של מסנני IIR
-  תכנון של מסנני FIR
- מבנה מסננים ספרתיים.

-  השפעת אורך מילה סופי על דגימה וסינון.

ספרות:
- Discrete time signal processing – Oppenheim and Schafer

- A course in digital signal processing. Porat

- Digital signal processing – Principles, algorithms and applications. Proakis & Manolakis

- Digital signal processing – A computer based approach. Mitra.
הגדרות
1. בקורס הזה נסמן:
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 - תדר של אותות בזמן רציף.
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 - תדר של אותות בזמן בדיד.
2. התמרת פורייה:
	
	אנליזה
	סינתזה

	FT
זמן רציף
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	DTFT
זמן בדיד
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3. טור פורייה: (לכל אות רציף מחזורי במחזור T / אות בדיד מחזורי במחזור N)
	
	אנליזה
	סינתזה

	FS
זמן רציף
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	DFS
זמן בדיד
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3.   פונקציית ההלם של דיראק:
לכל פונקציה 
[image: image11.wmf](
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 רציפה מסביב ל-
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, פונקציית ההלם של דיראק מקיימת:
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חשוב לזכור: 
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 היא לא פונקציה, אלא פונקציה מוכללת והיא מוגדרת אך ורק לפי ההגדרה הנ"ל

פעולות שניתן לבצע על פונקציית הלם הן הזזה בזמן והכפלה בקבוע:
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דוגמא:   עבור פונקציה רגילה, שינוי סקלת זמן נותן:                  
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עבור פונקציית הלם: 
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כלומר:                                        
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הערך המוחלט מתקבל עבור 
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 (גבולות האינטגרציה הוחלפו ולכן סימן המינוס)

קונבולוציה עם הלם מוזז:            
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4.   התמרת פורייה של הלם מוזז:                     
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5.   התמרת פורייה של אות מחזורי (מיוצג על ידי טור פורייה) בשימוש בתכונת הליניאריות:
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[image: image1072.wmf](
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6.   רכבת הלמים (מסרק הלמים):                                  
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זהו אות מחזורי במחזור 
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. לכן ניתן לייצג אותו על ידי טור פורייה, נשתמש בהגדרה:
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התמרת פורייה של רכבת הלמים: 
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כלומר: הלמים בגובה 1 ומרווחים של 
[image: image27.wmf]T

 בזמן הופכים להלמים בגובה 
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 ומרווחים של 
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 בתדר.

7.   התמרת פורייה בזמן בדיד:
עבור אות 
[image: image30.wmf][
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 (לא מחזורי בהכרח) התמרת פורייה מוגדרת על ידי:
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[image: image32.wmf](
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 - היא פונקציה מרוכבת של המשתנה הממשי והרציף 
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. הסימן 
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 בא לסמן שהפונקציה 
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 היא מחזורית 
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8.   התמרת Z (הכללה של התמרת פורייה בזמן בדיד):

נגדיר: 
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· ניתן להסתכל על התמרת 
[image: image40.wmf]Z

 כהתמרת פורייה DTFT של 
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. לא תמיד התמרת פורייה קיימת, כי לא תמיד הסכום האינסופי מתכנס. התמרת פורייה של 
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 מוגדרת על ידי התמרת 
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 ב-
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. לכן התמרת 
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 היא הכללה של DTFT, ונוכל להגדיר 
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 כך שההתמרה תתכנס.
· התמרת 
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 מאפשרת לבחון יציבות של מסננים, לבדוק לאיזה אותות המסנן יציב ולאיזה לא.
· התמרת פורייה מייצגת אותות במישור התדר, התמרת 
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 מייצגת מערכות ליניאריות בדידות במישור התדר.
משפט הדגימה
נתון אות בזמן רציף 
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 שניות. נחלק את הדגימה ל-2 חלקים:

- הכפלה ברכבת הלמים ברוחב 
[image: image51.wmf]s

T

:                                
[image: image52.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

å

¥

-¥

=

-

×

=

=

n

s

c

c

p

nT

t

t

x

t

p

t

x

t

x

d



[image: image53.wmf](
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קונבולוציה עם רכבת הלמים נותנת שכפולים בתדר במרחקים של 
[image: image55.wmf]s
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. הגובה ירד בפקטור 
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- המרה לזמן בדיד על ידי שינוי סקלה בתדר:                                                        
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הוכחה: נוכיח את משפט הדגימה ב-2 דרכים:

א. באופן ישיר:                                                                                               
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[image: image62.wmf](

)

(

)

s

T

p

j

d

j

X

e

X

w

w

=


ב. בלי להשתמש בדגימת הלמים. (הלם זה דבר לא פיזיקלי):
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נדגום את 
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, ונקבל:
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נפצל את תחום האינטגרציה לחלקים של 
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נציב בכל איבר בסכום 
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נציב: 
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קיבלנו התמרת פורייה הפוכה של האיבר שבסוגריים, כלומר:            
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לסיכום: הראינו ללא שימוש בדגימת הלמים, שהתמרת פורייה של האות הדגום 
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נתון האות הבדיד: 
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שלב א: נגיע לאות 
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שלב ב:  ראינו כי בתדר ישנם שכפולים של האות 
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 עלינו לסנן את השכפולים על ידי מסנן אופטימלי (חלון בתדר):
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בזמן 
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דרך ב: ללא שימוש בהלמים:
נבטא את 
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 באמצעות נוסחת הסינתזה:                                    
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נניח כי 
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נשתמש בעובדה ש-
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נציב את התמרת פורייה 
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נחליף סכימה ואינטגרציה:                                   
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בתוך הסוגריים קיבלנו התמרת פורייה הפוכה של חלון בתדר, כלומר sinc בזמן.

משפט הדגימה של שאנון
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כלומר: אם האות מוגבל סרט כפי שהנחנו אזי אנו יכולים למצוא את 
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 בצורה מדויקת מתוך ידיעה של דגימותיו בלבד.

באופן מעשי: על מנת לדעת את האות 
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Aliasing (כינוי)
Aliasing היא תופעה שמתרחשת כאשר דוגמים את האות בתדר נמוך מתדר נייקוויסט ומנסים לשחזר אותו.

נתונים 2 אותות: 
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ניתן לראות שהדגימות נופלות על שני האותות - לכן כשנבוא לשחזר את האות לא נדע איזה משני האותות דגמנו. הדגימות של האות 
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נציג את התופעה במישור התדר: 
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ניתן לראות שהשכפולים גרמו לנזק כפול, לא נוכל לדעת במדוייק את האות בתדרים 
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. כיון שאנו קובעים את תדר הדגימה ואנו יודעים את רוחב הסרט 
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נמחיש במישור התדר:
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כאשר דוגמים את האות בתדר 
[image: image123.wmf]s

W

 אזי אין איבוד מידע אם מתקיים תנאי נייקוויסט: 
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. אם התנאי לא מתקיים - נוצרים קיפולים בתדר (Aliasing). נרצה למנוע אותם על ידי סינון התדרים שאנו יודעים שיתקפלו. מסנן Anti-Aliasing האידיאלי מקיים:
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הערה: ניתן להשתמש ב-Aliasing במקרה ויש לנו ידיעה מוקדמת על תחום התדרים שהאות יכול להיות בו. לדוגמא: אם ניקח את שני האותות: 
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אם נסתכל על האות בתחום 
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באופן אנליטי, ה-DTFT של האות הדגום הוא (ע"פ משפט הדגימה):
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עבור הצד השלילי נדרוש: 
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עיבוד ספרתי של אותות בזמן רציף
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הדרישה מהמערכת היא לתכנן את המסנן הספרתי 
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ה-DTFT של האות הדגום הוא:                                         
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ה-DTFT של המסנן הספרתי:                                                 
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כעת, האות הספרתי 
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הוכחנו כי ניתן לדגום את האות בתדר הגדול מתדר נייקוויסט, לבצע את הסינון בזמן בדיד, ולשחזר את האות חזרה לזמן רציף, ונקבל אותה תוצאה אילו היינו עושים את הסינון בזמן רציף.

המחשה גרפית של תהליך העיבוד בציר התדר: 
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דוגמא:
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נרצה לממש בצורה ספרתית מסנן LPF בעל תדר קטעון 
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 הוא לא היה מסנן כלום והאות היה עובר כמו שהוא.

תגובת התדר של המסנן האנלוגי היא:                                                  
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תגובת התדר של המסנן הספרתי:  
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ברור כי 
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שימור התגובה להלם
בהנחה שהמסנן האנלוגי מקיים: 
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, אזי נשים לב כי ה-DTFT של המסנן הספרתי השקול 
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 מזכיר לנו DTFT של אות דגום. כלומר נקבל את הקשר:
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המשמעות היא: אם אנו יודעים את התגובה להלם של המסנן הרציף, אזי נוכל לבנות בקלות את המסנן הבדיד על ידי דגימה של המסנן הרציף במרווחים של 
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הערה:   אם המסנן האנלוגי אינו מוגבל לתחום 
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 אזי המסקנה הנ"ל אינה נכונה משום שדגימה של מסנן לא חסום סרט תיתן לנו דריכות. לפיכך עלינו להגדיר:
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ואז מתקיים על פי ההגדרה:                                                         
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שחזור לא אידיאלי
בדר"כ משתמשים במסננים אחרים על מנת לשחזר את האות הספרתי. ניתן לבחון את השחזור ב-2 שלבים:

1. הפיכת האות הספרתי לרכבת הלמים:  
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2. סינון השכפולים:
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מסנן ZOH = Zero Order Hold 
זהו ה-D/A הכי פשוט - הוא משחזר את האות הבדיד על ידי החזקת הדגימה האחרונה:
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נציג את הפעולה של מסנן ZOH על רכבת ההלמים כפעולת סינון. התגובה להלם של מסנן כזה היא:
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ננתח אותו בתדר על פי המשוואות שראינו לעיל. תגובת התדר שלו היא sinc מוזז בפאזה:
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נשים לב ש-
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 משאיר חלק מהשכפולים ומעוות את האות המרכזי. ככל שנגדיל את תדר הדגימה 
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 נסנן יותר שכפולים ונעוות פחות את האות המרכזי.

לא ניתן לסנן את השכפולים על ידי מסנן דיגיטלי משום שמסנן דיגטלי הוא מחזורי וזה יסנן גם את האות עצמו. ניתן ליצור מסנן ספרתי שיהיה ההופכי של הפרבולה (Digital Compensation):

דוגמא: נסנן את האות 
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 בעזרת מערכת ספרתית.
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 הוא האות הרצוי והוא אות מוגבל סרט לתדר 
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 הוא אות צר סרט המייצג את הרעש האדיטיבי. נתון: 
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. נרצה להשאיר את האות הרצוי ולסנן ככל הניתן את הרעש המפריע.

האות 
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 נכנס למערכת הספרתית שמטרתה לסנן את הרעש המפריע ב-
[image: image233.wmf][

]

dB

60

 לפחות:

[image: image1427.wmf]]

5

[

N

n

X

-

[image: image1428.wmf]n

[image: image1429.wmf]n

[image: image1430.wmf]]

1

[

N

n

X

-

[image: image1431.wmf]n

[image: image1432.wmf]9

=

N

[image: image1433.wmf][

]

n

X

[image: image1434.wmf][

]

n

y

[image: image1435.wmf][

]

n

x

[image: image1436.wmf]3

[image: image1437.wmf]0

[image: image1438.wmf]1

[image: image1439.wmf]n

[image: image1440.wmf]5


[image: image1441.wmf]4


- תחילה מעבירים את האות במסנן anti-aliasing ע"מ שהאות המפריע לא יכנס לתחום התדרים של האות:
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המסנן ינחית את האות ב-
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. הדרישה הזאת יותר קשה ככל ש-
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 מתקרב יותר ל-
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. זה דורש ירידה חזקה יותר של המסנן וזה מייקר אותו.

- נניח וחלק מהאות המפריע בכל זאת עובר את המסנן האנלוגי, הוא נדגם, וכיון שלא נתון התדר שלו - בהחלט יכול להיווצר קיפול. האות המפריע במישור התדר:   
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נסמן ב-
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 לאחר המעבר במסנן 
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נסמן ב-
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 את האות המפריע 
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 לאחר הדגימה:
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אם נבחן את האות המפריע הדגום בתחום התדרים 
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 אזי התדרים של האות המפריע יהיו:
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על מנת שהמסנן הספרתי יוכל לסנן את האות המפריע, נדרוש שהתדרים האלה יהיו מחוץ לתדרי האות הרצוי 
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, אחרת המסנן האנלוגי יצטרך לסנן אותם.

המטרה היא להעביר את העבודה למסנן הספרתי שהוא זול יותר ולא למסנן האנלוגי שהוא יקר יותר.

דוגמא 1: תדר נייקוויסט הוא 
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ניתן לראות שתדר הרעש היה קרוב מידי לתדר הקצה של 
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 ולכן המסנן האנלוגי לא סינן אותו. לעומת זאת, כיון שהרעש לא נפל בתחום התדרים של האות המקורי המסנן הספרתי כן סינן את הרעש והנחית אותו ב-[dB]60.
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ניתן לראות שכאן תדר הרעש היה רחוק מתדר הקצה של 
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 ולכן המסנן האנלוגי הנחית אותו. למעשה המסנן האנלוגי מתוכנן לפי תדר נייקוויסט, כך שהוא ינחית רק את האותות שיכנסו לתחום התדרים של האות הדגום לאחר הדגימה.

לאחר הדגימה ניתן לראות שהרעש המונחת נכנס לתחום התדרים של האות הרצוי ולכן המסנן הספרתי לא סנן אותו.

הרצאה 3   7.3.2011

נחזור על הדוגמא משבוע שעבר. ישנו קשר בסיסי בין עיבוד ספרתי ועיבוד בזמן רציף.

מטרת המערכת להפריד בין 2 אותות - אות רצוי מוגבל סרט 
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 ואות מפריע בתדר 
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. המסנן הדיגיטלי הוא מחזורי, אבל אינטואיטיבית זה הכפלה של המסנן האנלוגי במסנן המחזורי.

המסנן המחזורי לא יכול לסנן במקומות שבהם המחזוריות מתקיימת, ולכן דרוש המסנן האנלוגי. כלומר: צריך להסתכל על סוף התהליך כדי להבין מה לדרוש מהמסנן האנלוגי.

שינוי קצב דגימה בזמן בדיד - דצימציה ואינטרפולציה
נתון אות בזמן רציף 
[image: image254.wmf](

)

t

x

c

 הנדגם בקצב דגימה 
[image: image255.wmf]T

:                                                
[image: image256.wmf][

]

(

)

nT

x

n

x

c

=


מעוניינים לשנות את קצב הדגימה של האות:                                         
[image: image257.wmf][

]

(

)

T

T

T

n

x

n

x

c

¹

¢

¢

=

¢


- ניתן לדגום מלכתחילה בקצב 
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- ניתן לשחזר את האות ואז לדגום שוב

המקרה הפשוט:
ניתן להוריד חלק מהדגימות, כלומר: להוריד את קצב הדגימה ביחס שלם.
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המשמעות היא זריקת חלק מהדגימות, וקבלת מרווח גדול יותר בין הדגימות.

ע"פ משפט הדגימה, נקבל במישור התדר לאחר דגימה בקצב 
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כאמור, 
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ניעזר בזהות: 
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 במשפט הדגימה. כיון שאנו יודעים את הקשר בין 
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נשים לב שקיבלנו מתיחה בתדר של האות הבדיד. עשינו 2 פעולות בתדר:

- החלפנו את 
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- הסכום אינו אינסופי, אבל כיון ש-
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שלב א: דגימה של האות במרווחים של 
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שלב ב: דצימציה. הורדת קצב דגימה פי 
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משפט: בהינתן אות בזמן בדיד אזי לא יהיה איבוד בהורדת קצב הדגימה פי 
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על מנת לסנן את התדרים שבהם יהיו דריכות נשתמש במסנן ספרתי שמגביל את רוחב הסרט ל-
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, כך נאבד רק חצי מהמידע שהיינו מאבדים. המסנן צריך לבוא אחרי הדגימה ולפני הדצימציה.

בעמוד הבא: דוגמא של דצימציה עם מסנן anti-aliasing. בדוגמא זאת 
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לאחר המעבר במסנן נקבל:
וכעת לאחר הדצימציה נקבל:
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ניתן לראות שמנענו את הדריכות על ידי המסנן הספרתי.

אינטרפולציה - העלאת קצב הדגימה
אינטרפולציה היא העלאת קצב הדגימה ביחס שלם. למעשה ניתן להתייחס לאינטרפולציה כשחזור הדגימות שהורדנו בדצימציה. ראינו שכדי לא לאבד מידע נדרוש תנאי על האות הדגום 
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נניח כי נתונות לנו דגימות של אות רציף: 
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 הנדגם בקצב המקיים את תנאי נייקוויסט. נרצה לקבל יותר דגימות, כלומר: 
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 שלם.

נבצע מתיחה והכנסה של 
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קיבלנו כיווץ של ציר התדר. למעשה, כיון שכיווצנו ביחס שלם אזי במחזור אחד נכנסו 
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 מחזורים של האות, לכן ברור כי האות החדש הוא מחזורי 
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כעת, על מנת למלא את האפסים, נסנן את השכפולים על ידי מסנן שחזור אידיאלי, וכך נחזיר את הרווח בין הדגימות המקוריות של האות. מסנן השחזור האידיאלי הוא:
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המסנן מבצע הגברה ב-
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המחשה גרפית:
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שלב א: דגימה בקצב נייקוויסט 
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שלב ג: מעבר במסנן שחזור אידיאלי:
העלאה / הורדה של קצב הדגימה ביחס לא שלם
אם רוצים להגיע ליחס של 
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 ביחס ל-
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 המקורי נוסיף דגימות ביחס של פי 
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 (אינטרפולציה) ואז נעשה דצימציה פי 
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. יש לדאוג שנעמוד בתנאי נייקוויסט כדי שלאחר הדצימציה נוכל לשחזר את האות המקורי.

כיון ששתי המסננים הם צרי סרט - ניתן לבצע את הסינון בפעם אחת, על ידי בחירת מסנן שהוא המינימום מבין ה-2.

אם נעשה קודם דצימציה ואח"כ אינטרפולציה - ייתכן שנאבד מידע שלא נוכל לשחזר. לכן נעדיף לעשות קודם אינטרפולציה ואח"כ דצימציה.
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על ידי בחירת המסנן המינימלי מבין ה-2 נקבל:
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התמרת פורייה בדידה - DFT
הגדרנו בעבר את התמרת פורייה בזמן בדיד:
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כיון ש-
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 הוא רציף, אזי על מנת לחשב את ערך ההתמרה בכל נקודה צריך 
[image: image326.wmf]¥

 תדרים. אם האות סופי ניתן לקבל תדר 
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 מסויים, ולחשב את ערך ההתמרה לאותו תדר על ידי סכום סופי.

המטרה שלנו היא ליצור התמרה שתעביר 
[image: image328.wmf]N

 דגימות של אות בזמן ל-
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 דגימות בתדר על ידי סכום סופי שניתן לחישוב, באופן חד-חד ערכי.

ראינו בעבר שהדרך לעבור מ-
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 דגימות בזמן ל-
[image: image331.wmf]N

 דגימות בתדר הוא טור פורייה לאות בדיד מחזורי:
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ההתמרה לוקחת אות מחזורי במחזור 
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 ומתאימה לו 
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 מקדמי פורייה מחזוריים במחזור 
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.

כעת נגדיר את התמרת ה-DFT לאות לא מחזורי:
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ההתמרה DFS הניחה שהאות 
[image: image337.wmf][

]

n

x

 מחזורי במחזור 
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. ההתמרה DFT מניחה שהאות 
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 מוגבל בזמן ל-N דגימות. נתייחס לאות בדר"כ כאילו הוא מתחיל מ-
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ההתמרה הזאת חשובה משום שניתן לחשב אותה בצורה מאוד מהירה. נראה זאת בהמשך.

- אם האות 
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 הוא מחזורי במחזור 
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 - אזי התמרת פורייה DTFT שלו היא מקדמי פורייה מוכפלת בהלמים בתדר. זה לא נכון לגבי אות לא מחזורי. כלומר: ה-DFT שונה מה-DTFT.

הוכחה: נוכיח שההתמרה ההופכית ל-
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 שהגדרנו אכן מביאה ל-
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 באופן יחיד:

נשתמש בדמיון ל-DFS ונגדיר את מחזורי במחזור 
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נראה שניתן לחזור מ-
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קיבלנו את האות 
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. נשאר לראות מה קורה בתחום 
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 משום שהגדרנו את 
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 כהמשכה מחזורית של 
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, ולכן ניתן להחליף ולקבל:
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כעת נוכיח את נכונות ההתמרה בדרך ארוכה יותר. ע"פ ההגדרה. נתייחס ל-
[image: image359.wmf][

]

n

x

 כוקטור באורך 
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. נעביר את הוקטור לבסיס אחר, כלומר: נמפה את מרחב הסדרות באורך 
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 למרחב הוקטורי 
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הבסיס האורתוגונאלי שנבחן הוא:                          
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נוכיח שהוקטור 
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 הוא בסיס אורתוגונלי על פי ההגדרה, כלומר נוכיח כי:

- מימד המרחב הוא 
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. ניתן לראות באופן ישיר.

- נבדוק שהאיברים אורתוגונאליים:        
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לפיכך, ע"פ הפיתוח לבסיס אורתוגונאלי נקבל כי:                                                 
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נגדיר: 
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, ונקבל את הגדרת ה-DFT:                           
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 לפי הבסיס האורתוגונאלי, ונבחן את הדגימה ה-
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הערה: נהוג לסמן: 
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 של 1, כלומר: אם נעלה אותו בחזקת 
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 נקבל 1.

דוגמאות:
1. אות הלם: 
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2. אות הרמוני:
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3. אות קוסינוס:                                                           
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 שלם. כי אות קוסינוס יכול להיות בכל תדר 
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 אינו מחזורי) אבל ב-DFT  אין הגבלה כזאת. לכן במקרים שבהם 
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 אינו שלם נקבל התמרה מורכבת יותר. נדון בה בהמשך. במקרה ש-
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 שלם - אזי ההרחבה המחזורית נותנת 
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 שלם.

תכונות DFT
1. ליניאריות:                                                   
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2. הזזה בזמן: מצד אחד אנחנו רוצים להשתמש בתכונת ההזזה בזמן של DFS. מצד שני אנו רוצים לשמור על האות בתחום 
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. לכן ב-DFT נדבר על הזזה ציקלית בזמן, כלומר: הדגימות האחרונות מוזזות לדגימות הראשונות.
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נבחין שהזזה ימינה ב-
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 זהה להזזה שמאלה ב-
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נגדיר את האות המוזז בזמן:          
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ניתן לכתוב באקספוננט 
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 משום שהאקספוננט הוא מחזורי 
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 וסדר הסכימה אינו משנה.
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הרצאה 4   14.3.2011

DFT
בשבוע שעבר הגדרנו את התמרת DFT באופן הבא:


[image: image403.wmf][

]

(

)

(

)

[

]

å

ò

¥

-¥

=

-

=

¾

¾

®

¬

=

n

n

j

j

DTFT

n

j

j

e

n

x

e

X

d

e

e

X

n

x

w

w

p

w

w

w

p

2

2

1


אמרנו שהיתרון של ההתמרה הוא שהיא מאפשרת לייצג N דגימות במישור הזמן על ידי N דגימות במישור התדר באופן חד-חד ערכי. הוכחנו שניתן לשחזר את 
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 באופן יחיד מתוך 
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ההבדל בין התמרת DFT לטור פורייה בזמן בדיד הוא שאת ההתמרה אנו עושים על אות מוגבל בזמן (כלומר: בעל N דגימות בלבד), בניגוד ל-DFS שעושים על אות מחזורי N.

תכונות DFT
1. ליניאריות:                                                
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2. הזזה ציקלית: חייבים להסתכל על הזזה ציקלית כדי שנישאר עם N דגימות לאחר ההזזה ולא נאבד דגימות.תיארנו את ההזזה ע"י פעולת mod ע"פ מספר הדגימות 
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3. הצמדה בזמן:
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בגלל מבנה האקספוננט נקבל פעולת mod.

הערה: אם 
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, אזי נקבל בתדר:               
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כלומר:  עבור 
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כמו"כ אם 
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4. דואליות: אם נתון:                                                                               
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5. קונבולוציה ציקלית:
נתונים 
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. מסמנים את הקונבולוציה הציקלית: 
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 הוא אורך הקונבולוציה. ע"פ ההגדרה:
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כלומר: גם ההפיכה וגם ההזזה הם ציקליות.
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כעת נחשב את תוצאת הקונבולוציה בדוגמא לעיל דרך התמרת ה-DFT. תחילה נחשב את 
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נשים לב שאורך הקונבלוציה הליניארית הוא: 
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שלב א:  נרפד את 2 האותות באפסים לאורך 
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תיאור סכמתי של ביצוע קונבולוציה ליניארית של 2 אותות סופיים:
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6. דגימות DTFT: ניתן להסתכל על הקשר בין DFT ל-DTFT:
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. נרצה לשחזר את התמרת פורייה הבדידה של האות המחזורי:
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הסכום 
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 הוא התמרת DTFT של חלון בזמן, אלא שהיא מוזזת בתדר. נקבל:
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זהו גרעין דיריכלה מוזז בתדר. לפיכך נקבל:
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זוהי נוסחא לאינטרפולציה. השתמשנו בידיעה שהאות 
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7. שיוויון פרסבל:                                                                          
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כבר הוכחנו זאת על ידי הוכחת שיוויון פרסבל ב-DFS, אלא שכאן מדובר על סכימה של מחזור אחד.

8. ייצוג DFT על ידי מטריצה:
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נסמן:                                                                              
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נקבל משוואה מטריצית:
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על מנת לעבור בחזרה ל-
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ראינו שאפשר לייצג את ההתמרה על ידי משוואה מטריצית: 
[image: image527.wmf]x

F

X

N

=

, כאשר:


[image: image528.wmf]x

 - וקטור הדגימות של 
[image: image529.wmf][

]

n

x

 באורך N.


[image: image530.wmf]N

F

 - מטריצה 
[image: image531.wmf]N

N

´

 קבועה, שהגדרנו בשבוע שעבר.


[image: image532.wmf]X

 - וקטור הדגימות של 
[image: image533.wmf][

]

k

X

 באורך N.

חישוב ה-DFT באמצעות המשוואה המטריצית מתקבל על ידי הכפלה של מטריצה 
[image: image534.wmf]N

N

´

 בוקטור באורך 
[image: image535.wmf]N

. פעולה זו לוקחת 
[image: image536.wmf]2

N

 מכפלות מרוכבות ו-
[image: image537.wmf](

)

1

-

N

N

 חיבורים.

ייצוג קונבולוציה ציקלית באמצעות מטריצה
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נבנה משוואה מטריצית שתייצג פעולת הקונבולוציה:
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המטריצה 
[image: image542.wmf]a

C

 היא מטריצה ציקלית - כל האלכסונים שלה קבועים וכל שורה / עמודה היא הזזה ציקלית של השורה / עמודה הקודמת.

נסמן ב-
[image: image543.wmf]a

C

 את המטריצה הציקלית שהעמודה הראשונה שלה היא 
[image: image544.wmf]a

. נראה שניתן ללכסן כל מטריצה ציקלית על ידי מטריצת ה-DFT. לסיכום קיבלנו:
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נבצע התמרת DFT לקונבולוציה הציקלית ונקבל:
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לא נוכל להכפיל וקטור עמודה בוקטור עמודה, לכן נציב את וקטור העמודה 
[image: image547.wmf]a
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 בצורת מטריצה אלכסונית, כך שנכפיל מטריצה בוקטור:
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השיוויון הקודם נכון לכל 
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. אם ניקח N וקטורים של 
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 וניצור מטריצה 
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, נקבל:
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זה נכון לכל מטריצה 
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. נבחר במטריצה ספציפית 
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משפט: מטריצת ה-DFT - 
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מלכסנת כל מטריצה ציקלית 
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 והערכים העצמיים של 
[image: image558.wmf]a

C

 הם איברי ה-DFT של 
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דוגמא:                                                                                                        
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נחשב את 
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נחשב את התמרת ה-DFT:                                                                         
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ערכי ההתמרה שקיבלנו הם הערכים העצמיים של 
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. נבדוק זאת על ידי חישוב מפורש:
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נציב: 
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נציב: 
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נציב: 
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דוגמא:

[image: image574.wmf](

)

[

]

ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

-

+

×

=

ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

-

+

ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

×

=

ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

1

...

:

.

:

:

:

...

1

...

1

...

1

1

0

:

0

0

1

1

1

:

1

1

1

:

1

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

d

r

r

r

r

r

r

a

C

n

a


ניעזר בזהויות:                                                                                               
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ונקבל:                                                                                           
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קיבלנו: 
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 בריבוי 1. 
[image: image580.wmf]r

l

-

=

1

1

 בריבוי 
[image: image581.wmf]1

-

N

.

הדטרמיננטה של מטריצה סימטרית היא מכפלת הערכים העצמיים, ולכן:
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נבדוק עבור 
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9. ייצוג קונבלוציה ליניארית עם אות אינסופי על ידי מטריצת DFT:
ברצוננו לממש מערכת LTI על ידי עיבוד ספרתי באמצעות DFT. המערכת אמורה לעבוד באופן רציף, כלומר: לבצע קונבולוציה של אות כניסה אינסופי בזמן עם תגובה להלם סופית. לדגימה אחת של המוצא נצטרך מספר פעולות כגודל של התגובה להלם. נזכור כי התמרת DFT נעשית רק על אות סופי.

נתון אות 
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. נתונה תגובה להלם של מסנן 
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 באורך M - זהו המסנן שאנו רוצים להפעיל על האות. נראה כיצד להשתמש בהתמרת DFT כדי לייצג את פעולת הקונבולוציה.

- שיטת Overlap & Add: (O&A)

נחלק את האות למקטעים, כך שכל מקטע הוא באורך 
[image: image588.wmf]N

. נסמן את המקטע ה-
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סימנו (+) בתוך הסכום כדי להגדיר כל אות 
[image: image592.wmf][
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 כך שיתחיל ב-0 ויגמר ב-
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. בגאופן זה יהיה יותר נוח לבצע התמרת DFT.

אם נחבר את כל המקטעים נקבל את האות:                                               
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סימנו סימן (-) בתוך הסכום משום שכעת אנו סוכמים את כל האותות ואנו מעוניינים להחזיר כל אות חזרה למקומו כדי שלא יהיו דריכות.

כעת נגדיר את תוצאת הקונבולוציה:
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כאשר:                                                                    
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כלומר:  ניתן לעשות קונבולוציה ליניארית על אות אינסופי על ידי חיתוך האות לקטעים באורך 
[image: image597.wmf]N

, ביצוע קונבלוציה ליניארית לכל קטע וסכימה של כולם. כעת, ראינו בהרצאה 4 כי ניתן לעשות קונבולוציה ליניארית בין שתי אותות סופיים בעזרת קונבולוציה ציקלית של שתי אותות סופיים, ולמדנו הרגע (ממש הרגע...) שניתן לממש קונבולוציה ציקלית של שתי אותות סופיים בעזרת התמרת DFT.

האות 
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 הוא באורך N. המסנן 
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 הוא באורך M. לכן אורך הקונבולוציה הליניארית לקטע אחד יהיה: 
[image: image600.wmf]1

-

+

M

N

.

תזכורת: קונבולוציה ליניארית של שתי אותות סופיים בעזרת קונבולוציה ציקלית:

שלב א: נרפד את 2 האותות באפסים לאורך 
[image: image601.wmf]1
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. הריפוד באפסים מרחיק את השכפולים כך שלא ידרכו אחד על השני וכך הקונבולוציה הציקלית תהיה זהה לקונבולוציה הליניארית.

שלב ב:  נבצע קונבולוציה ציקלית בין 2 האותות המרופדים.

- כדי לעשות קונבולוציה ל-
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 צריך 
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 זמן, אבל גם כדי להוציא את תוצאת הקונבולוציה צריך 
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 זמן, לכן כל זמן קצר נוציא קונבולוציה לקטע קצר, כך עבור כמה דגימות לא נצטרך לחכות עד 
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, אלא רק עד שיצטברו 
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 דגימות.

- כעת, נצטרך לסכום את הקטעים 
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 דגימות האחרונות / הראשונות בין ה-
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- ההשהייה של המערכת היא מקסימום של אורך ה-DFT שהוא: 
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כדי לקבל את הדגימה הראשונה אנו צריכים 
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 שזה אורך ה-DFT של האות המרופד באפסים.

כמות החישובים:
- בשיטה הרגילה: כל דגימה תדרוש 
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 כפלים.
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 דגימות במוצא:

שלב א: חישוב DFT באורך 
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 + חישוב DFT של התגובה להלם 
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 (אותה נעשה רק פעם אחת כי היא לא משתנה)

שלב ב: הכפלה איבר איבר של שתי התמרות ה-DFT שחישבנו, 
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שלב ג: IDFT באורך 
[image: image628.wmf]1

-

+

=

M

N

L
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שלב ד: 
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 חיבורים של הקטעים החופפים.

לסיכום: DFT בצורה ישירה דורש 
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ניתן לראות שבאופן זה המימוש אינו רווחי.

אבל נלמד בהמשך שניתן לממש DFT באורך N על ידי 
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דוגמא: עבור: 
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- שיטת Overlap & Save: (O&S)

בשיטה זו נחלק מראש את המקטעים לאורך של 
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, אלא שנעשה ביניהם חפיפה של 
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קיבלנו עבור 
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 שהקונבולוציה הליניארית זהה לקונבולוציה הציקלית, ובלבד שנתעלם מ-
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 הדגימות הראשונות.

נחתוך את האות למקטעים באורך 
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ככל ש-
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 יותר גדול - כמות החישובים קטנה אך ההשהייה גדלה.

FFT = Fast Fourier Transporm
חישוב FFT על ידי דצימציה בזמן (FFT-DIT):

ראינו כי התמרת DFT נתונה על ידי:
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כדי לחשב אותה בצורה יעילה נפריד ל-
[image: image649.wmf]n

 אי-זוגי ו-
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חלוקה שנייה (זה פירוט של הבלוק העליון Point DFT 
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(5) Phase. (c) Group delay



[image: image2734.wmf](

)

w

f

j

e

[image: image2735.wmf](

)

w

j

e

A

[image: image2736.wmf][

]

(

)

(

)

(

)

w

w

w

w

2

5

2

1

sin

3

sin

.

5

0

0

1

j

j

DTFT

e

e

H

w

o

n

n

h

-

=

¾

¾

®

¾

£

£

î

í

ì

=

[image: image2737.wmf][

]

(

)

(

)

(

)

w

w

w

w

2

2

1

2

5

sin

sin

.

4

0

0

1

j

j

DTFT

e

e

H

w

o

n

n

h

-

=

¾

¾

®

¾

£

£

î

í

ì

=

[image: image2738.wmf](

)

w

M

[image: image2739.png]60

Radian frequency ()

0}

Radian frequency (w)
C)

I
E3 B
2

Radian frequency ()

©
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חלוקה שלישית ואחרונה: ביצוע 
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ולכן הדיגארמה החדשה תהיה:







כעת ניעזר בזהות: 
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באופן הזה נחסוך חצי מהכפלים. סה"כ חישובים: 
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 מכפלות. ו-
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 חיבורים.

- מה קורה אם 
[image: image690.wmf]N

 הוא לא חזקה של 2?

אפשרות א': לרפד את האות באפסים עד חזקה של 2.

אפשרות ב': לעשות ביחס אחר (חלוקה ל-3 במקום ל-2...) לפרק את 
[image: image691.wmf]N

 לגורמים ראשוניים, ולחשב אלגוריתם דומה לפי הגורמים שהתקבלו.

דוגמא: 
[image: image692.wmf]129
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 - זה מתחלק ב-3. בחישוב ישיר נקבל: 
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 כפלים.

על ידי ריפוד באפסים עד 
[image: image694.wmf]256
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, נקבל: 
[image: image695.wmf]1024
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 כפלים.

אמנם אנחנו מחפשים FFT עבור אורך אחר ממה שחיפשנו - ונזכור כי על ידי ריפוד באפסים מקבלים התמרת DFT שונה, כי FFT דוגם את התמרת פורייה הבדידה DTFT, אולם כך נקבל אפילו יותר דגימות של התמרת פורייה. 

- הקשר בין המוצא לכניסה - זה ראי. לפיו נצטרך לסדר את הכניסה, כדי שנוכל לעשות FFT בצורה יעילה:

	Output order
	Input order

	0
	000
	000
	0

	1
	001
	100
	4

	2
	010
	010
	2

	3
	011
	110
	6

	4
	100
	001
	1

	5
	101
	101
	5

	6
	110
	011
	3

	7
	111
	111
	7


- איך נעשה IDFT? נשים לב שהתמרת DFT היא דואלית, ולכן אפשר להשתמש ב-DFT:
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צריך לדאוג להצמדה בכניסה ובמוצא:                                                     
[image: image697.wmf][
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הרצאה 6   4.4.2011

FFT - DIF (Decimation In Frequency)
עבור אות 
[image: image698.wmf][
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 בעל 
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 דגימות, נממש FFT על ידי דצימציה בתדר. ע"פ ההגדרה:
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נרצה לייצג את דגימות התדר הזוגיות בלבד. נקבל:               
[image: image701.wmf][
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נחליף משתנה בסכום השני: 
[image: image702.wmf]2
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[image: image703.wmf][

]

[

]

(

)

å

å

-

=

¢

+

¢

×

-

=

×

+

¢

+

=

1

0

2

2

1

0

2

2

2

2

N

N

N

n

n

k

N

N

n

n

k

N

w

n

x

w

n

x
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נעזרנו בזהויות: 
[image: image705.wmf]kn
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קיבלנו כי הדגימות הזוגיות מתקבלות מ-DFT באורך 
[image: image706.wmf]2
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, כאשר 
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 היא פונקציה המתקבלת מסכימה בלבד של דגימות 
[image: image708.wmf][
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 שברשותנו.

כעת נייצג את דגימות התדר האי-זוגיות:                 
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]

[

]

(

)

[

]

(

)

å

å

-

=

+

-

=

+

+

=

+

1

1

2

1

0

1

2

2

2

1

2

N

n

n

k

N

n

n

k

N

N

N

w

n

x

w

n

x

k

X


נחליף משתנה בסכום השני: 
[image: image710.wmf]2
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, ונקבל:  
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נעזרנו בזהויות: 
[image: image713.wmf]1
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קיבלנו כי הדגימות האי-זוגיות מתקבלות מ-DFT באורך 
[image: image714.wmf]2
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 מתקבל מחיסור של דגימות 
[image: image717.wmf][
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 שברשותנו. נסכם את מספר החיבורים והכפלים:

- בחלק העליון: 
[image: image718.wmf]2

N

 חיבורים + DFT של 
[image: image719.wmf]2
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.

- בחלק התחתון: 
[image: image720.wmf]2

N

 חיבורים + 
[image: image721.wmf]2
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 הכפלות מרוכבות + DFT של 
[image: image722.wmf]2
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בשלב השני נממש את הבלוק point-DFT 
[image: image723.wmf]2

N

 באותה צורה על ידי חלוקה לדגימות תדר זוגיות ואי-זוגיות, ונקבל:







בשלב השלישי נממש את הבלוק point-DFT 
[image: image724.wmf]4
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 באותה צורה על ידי חלוקה לדגימות תדר זוגיות ואי-זוגיות, ונקבל:








כך נמשיך עד שנגיע ל-DFT של 2 דגימות שאותו לא ניתן לפשט אלא לחשב לפי ההגדרה. נשים לב שהכניסה מסודרת לפי הסדר ואילו המוצא מסודר לפי bit-reversed (ראי בינארי):

	Output order
	Input order
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כעת נממש FFT-DIF כאשר הביטים בכניסה מסודרים בשיטת ראי בינארי והביטים ביציאה מסודרים:

כעת נממש FFT-DIF כאשר גם הביטים בכניסה וגם הביטים ביציאה מסודרים בסדר עולה:

ניתוח התמרת פורייה ע"י עיבוד ספרתי
המטרה שלנו היא לדעת את ההרכב התדרי של אות כלשהו בעזרת התמרת פורייה שלו. נניח שהאות הוא סינוסידיאלי, אזי התמרת פורייה שלו היא 2 הלמים:
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על מנת לגלות את התדר של האות, נשתמש במערכת הבאה:



שלב א: במקרה שאנו לא יודעים דבר על האות, עלינו להשתמש במסנן Anti-Aliasing אנלוגי - 
[image: image742.wmf](
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, שמסנן תדרים עד 
[image: image743.wmf]s

T

p

, כך שאם נדגום את האות בתדר נמוך מתדר נייקוויסט, לא נקבל דריכות. מצד שני, אם תדר האות הסינוסידיאלי היה גדול מחצי מתדר הדגימה 
[image: image744.wmf]s
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 - המסנן היה מסנן אותו.












שלב ב: דגימה של האות בתדר 
[image: image745.wmf]s

T

 (תדר נייקוויסט או התדר המקסימלי שהמערכת מאפשרת)




שלב ג: על מנת שנוכל לעשות התמרת DFT לאות עלינו לקחת מספר דגימות סופי שלו, כלומר: להכפיל בחלון ספרתי 
[image: image746.wmf][
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 בזמן, כך שנקבל 
[image: image747.wmf]N

 דגימות של האות בזמן. ההכפלה של האות בחלון גורמת להחלקתו בציר התדר. החלון הוא לאו דווקא ריבועי, נדון בהמשך בסוגי חלונות.




שלב ד: ביצוע התמרת FFT באורך 
[image: image748.wmf]N

 לאות המתקבל, נקבל דגימות תדר במרווחים 
[image: image749.wmf]N
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מכאן והלאה נתמקד בסוגי חלונות ובהשפעתם על התמרת הפורייה של האות. נתחיל בחלון מלבני:
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קיבלנו גרעין דיריכלה מוכפל בפאזה בתדר (מתאים לחלון מוזז בזמן) כאשר מגדירים את גרעין דיריכלה:


[image: image751.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

sin

sin

,

w

w

w

N

N

D

=


דוגמא לגרעין דיריכלה כאשר 
[image: image752.wmf]64
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תכונות גרעין דיריכלה:

· מקסימום מתקבל ב-
[image: image753.wmf]0
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· רוחב האונה הראשית הוא: 
[image: image757.wmf]N
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· מקסימום של אונת הצד מתקבל ב-
[image: image758.wmf]N
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 וערכו:   
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)

(

)

(

)

(

)

p

p

p

p

p

p

3

2

sin

1

sin

sin

,

1

2

3

2

3

3

2

3

2

3

N

N

D

N

N

N

N

N

N

<<

»

=

=


נשים לב שהמונה של 
[image: image760.wmf](
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 גם מקבל מקסימום ב-
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 ולכן זהו מיקום מקורב.
· יחס בין המקסימום של אונת הצד למקסימום של האונה הראשית:
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זהו יחס קבוע שלא תלוי ב-
[image: image763.wmf]N

 (אבל צריכים להניח ש-
[image: image764.wmf]N

 מספיק גדול)

במקרה שהחלון הוא מלבני נקבל:                               
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[image: image766.wmf](
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קיבלנו קונבולוציה ציקלית באורך 
[image: image767.wmf]p

2

 בתדר. נשים לב שרוחב האונה המרכזית וגובה אונות הצד משפיעות על האות שמתקבל, באופן הבא:
- כל דלתא שהייתה בתדר המקורי מתעבה לעובי של האונה המרכזית

- אונות הצד יוצרות רעש בכל ציר התדר.
דוגמא:
נתון אות המורכב משני תדרים:                                 
[image: image768.wmf](
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לאחר דגימת האות בתדר 
[image: image769.wmf][
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, נקבל:        
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נניח כי: 
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כעת לאחר הדגימה נכפיל בחלון מלבני 
[image: image773.wmf][
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 באורך 
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, ונקבל: 




באדום - הדגימות 
[image: image775.wmf][
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 של האות. ניתן לראות כי כתוצאה מההכפלה בחלון, כל הלם "השמין" לגבעה, ונוספו אונות צד. מכל מקום, כיון שדגמנו בתדר גבוה, עדיין ניתן לזהות בקלות את שני התדרים ואת המיקום שלהם.
כעת נראה שכאשר התדרים 
[image: image776.wmf]1
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 מתקרבים ההלמים בתדר מתקרבים עד שהם מתחברים:









הפרמטר הקובע אם נוכל להפריד בין 2 התדרים הוא רוחב האונה המרכזית, ככל שנגדיל את 
[image: image777.wmf]N

 - רוחב האונה המרכזית יקטן וגם רוחב אונות הצד יקטן. החלון האופטימלי מבחינת הפרדה בין 2 תדרים קרובים הוא חלון ריבועי.
דוגמא נוספת: כעת נראה את ההשפעה של אונות הצד:  
[image: image778.wmf](
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לאחר דגימת האות בתדר 
[image: image779.wmf][
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, נקבל:        
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[image: image781.wmf]1650
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ניתן לראות שכאשר האמפליטודה של האחד גדולה משמעותית מזה של השני, אונות הצד בולעות את התדר השני.

ראינו מקודם שהיחס בין מקסימום האונה המרכזית ומקסימום אונות הצד הוא קבוע: 
[image: image782.wmf]dB
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 ואינו תלוי ב-
[image: image783.wmf]N

, לכן לא ניתן להשיג שיפור ביחס הזה על ידי הגדלת 
[image: image784.wmf]N

.
אם ידוע לנו שיש הפרש גדול בין שני האמפליטודות, וששני התדרים לא כ"כ קרובים אחד לשני, לא נשתמש בחלון ריבועי אלא בחלון אחר שישיג לנו הנחתה של יותר מ-
[image: image785.wmf]dB
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. כעת נראה כמה סוגי חלונות ואת הביצועים שלהם.
באיור להלן מוצגים גרעיני דיריכלה מנורמלים (ע"י חלוקה ב-
[image: image786.wmf]N

):


[image: image787]
חלון Hann
ניעזר בעובדה שלגרעין דיריכלה יש חלק חיובי וחלק שלילי. ניקח 3 גרעיני דיריכלה כאשר אחד לא מוזז, והשניים האחרים מוזזים בתדר במרחק 
[image: image788.wmf]1
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, כך שאונות הצד החיוביות של הגרעין הלא-מוזז יתקזזו עם אונות הצד השליליות של הגרעינים המוזזים, וכן להיפך.
ניעזר בתכונות הבאות של התמרת פורייה:                                 
[image: image789.wmf][
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[image: image790.wmf][
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ונקבל:
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- רוחב האונה הראשית הוא: 
[image: image792.wmf]1
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- היחס בין מקסימום אונה ראשית למקסימום אונות הצד: 
[image: image793.wmf]dB
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בגרף הבא - חלון Hann עבור 
[image: image794.wmf]64

=

N

:

[image: image795]
חלון Hamming:
Hamming שינה קצת את היחסים על מנת לקבל הנחתה טובה יותר של אונות הצד:

[image: image796.wmf][
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רוחב האונה הראשית: 
[image: image797.wmf]1
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יחס בין מקסימום אונה ראשית ומקסימום אונות צד: 
[image: image798.wmf]dB

41

-


היתרון של Hamming הוא שאונת הצד הראשונה נמוכה לעומת Hann, (אבל שאר אונות הצד בערך באותו גובה, לעומת Hann שבו שאר אונות הצד נמוכות יותר)

חלון Blackman
Blackman הוסיף עוד 2 חלונות על מנת לשפר עוד יותר את ההנחתה:

[image: image799.wmf][
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רוחב האונה הראשית: 
[image: image800.wmf]1
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הנחתת אונות הצד: 
[image: image801.wmf]dB
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היתרון של Blackman הוא ההנחתה הגדולה של אונות הצד, החיסרון הוא רוחב האונה הראשית.

חלון Bartlett
זהו חלון משולש בציר הזמן. היתרון שלו הוא הפשטות שלו, אבל הביצועים שלו פחות טובים:
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רוחב אונה ראשית: 
[image: image803.wmf]1
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הנחתה של אונות הצד: 
[image: image804.wmf]dB

25

-


חלון Kaiser-Bessel
החלון הזה קרוב ליחס האופטימלי בין גובה אונות הצד לרוחב האונה הראשית:

[image: image805.wmf][
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כאשר 
[image: image806.wmf](
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 היא פונקציית בסל משונה (Modified) מסדר 0:                         
[image: image807.wmf](
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[image: image808.wmf]b

 - הינו פרמטר לבחירה. אם 
[image: image809.wmf]b

 קטן - אזי האונה הראשית צרה ואונות הצד גבוהות, אם 
[image: image810.wmf]b

 גדול - אזי האונה הראשית רחבה ואונות הצד נמוכות.

כאשר 
[image: image811.wmf]0
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b

 נקבל חלון ריבועי אידיאלי.

סיכום הביצועים של החלונות שלמדנו עליהם:


[image: image812]
נשים לב שעבור כל חלון שהכרנו יש ערך של 
[image: image813.wmf]b

 שיתן ביצועים דומים מבחינת הנחתה של אונות הצד, אבל רוחב אונה ראשית קטן יותר. ע"פ הטבלה הזאת ניתן לבחור איזה סוג חלון להכפיל על מנת לקבל ביצועים לפי הדרישות. 
דוגמא: נתון האות:                                 
[image: image814.wmf][
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כאשר נכפיל את האות השגום בחלון מלבני, ונבצע DFT באורך 
[image: image815.wmf]64
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 נקבל:

קיבלנו רק 2 תדרים של האות, התדר השלישי נעלם בגלל אונות הצד הגבוהות של החלון המלבני.

כעת נשתמש בחלון Kaiser עם 
[image: image816.wmf]b

 משתנה: 






ניתן לראות שכאשר 
[image: image817.wmf]b

 עולה - אונות הצד יורדות, אבל רוחב האונה המרכזית גדל, כך שיכולת ההפרדה בין תדרים קרובים יורדת. אלא שלמדנו שניתן להגדיל את הרזולוציה ע"י הגדלת החלון.




על מנת להבחין היטב ב-3 התדרים עברנו לסקאלה לוגריתמית (
[image: image818.wmf]10
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dB

).
לסיכום:
· מדידת ספקטרום ע"י DFT מעוותת ע"י שלוש תופעות:

1. מקבלים רק דגימות תדר במרווחים של 
[image: image819.wmf]N

p

2

. לא תמיד נקבל את הדגימות המתאימות, כך שנצטרך לעשות אינטרפולציה כדי לקבל דיוק יותר טוב)
2. תופעות צרות סרט מורחבות על פי רוחב האונה הראשית של החלון.

3. תופעות חלשות באות מוסתרות ע"י אונות הצד של החלון.

· כמו"כ ישנה מגבלה בניתוח אותות בעלי תדר הגדול מחצי מתדר הדגימה - מסנן האנטי-אלייסינג יסנן אותו.
· לאותות מהצורה: 
[image: image820.wmf][
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 כמות הקוסינוסים ותדריהם ישעורכו לפי המקסימומים הלוקאליים של 
[image: image821.wmf][
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. השערוך יהיה סביר אם:

1. התדרים 
[image: image822.wmf]m
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 צריכים להיות מופרדים לפחות בחצי האונה הראשית, לכל 
[image: image823.wmf]m
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¹

.
2. 
[image: image824.wmf](
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 חייב להיות גדול מגובה אונות הצד, לכל 
[image: image825.wmf]m
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הרצאה 7   11.4.2010
מבוא למסננים ספרתיים
· מסנן ספרתי יכול להיות כל מערכת LTI שניתן לתאר את היחס בין הכניסה למוצא ע"י קונבולוציה:
במישור הזמן:                                    
[image: image826.wmf][
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במישור התדר:                                                                                 
[image: image827.wmf](
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לפעמים נרצה לבטא את המכפלה בערך מוחלט ובפאזה:                      
[image: image828.wmf](
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[image: image829.wmf](
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הרבה פעמים מעניין אותנו רק הערך המוחלט. נרצה שהמסנן יהיה 1 עבור תדרים מסויימים, ו-0 עבור תדרים אחרים. אלא שצריך גם להתחשב בפאזה, ונדבר על כך בהמשך.
· תפקיד אפשרי של מסנן הוא סינון רעשים, זה אפשרי כאשר אנו יודעים שהאות מרוכז בתחום תדרים מסויים, והרעשים בדר"כ מפוזרים על פני כל התדרים. בכל מערכת שיש בה עיבוד אותות - יש רעש, והכלי להתמודדות איתו הוא סינון.
· תפקיד נוסף של מסנן הוא שחזור. כאשר מסננים שכפולים של האות בתדר - מקבלים שחזור בזמן. משתמשים במסנן גם כאשר רוצים לבחור חלק כלשהו של האות, או להדגיש חלקים כלשהם.
· תפקיד נוסף של מסנן הוא מניעת קיפולים (Anti-Aliasing) - זורקים את התדרים של האות הם לא ניתן לטפל. כך מגבילים את רוחב הסרט של האות (שימושי בתקשורת ספרתית)
· ביישומים מסויימים רוצים לעוות את האות, וגם את זה ניתן לעשות ע"י מסנן. זהו יישום פחות נפוץ.
· קיימים מסננים שמסננים את התדרים הנמוכים של האות (DC Removal), ומשאירים את השינויים החדים של האות.
· סוגי מסננים נפוצים: LPF , HPF , BPF , BSF. באופן אידיאלי: 


· לכל מסנן תחום מעבר, תחום ביניים ותחום קטעון. בתחום המעבר לא נקבל העברה מלאה בכל התדרים, ובתחום הקטעון לא נקבל הנחתה מלאה לכל התדרים, תחום הביניים קיים עקב אי-האידיאליות של המסננים. דוגמא עבור LPF:

· את המסננים האידיאליים לא ניתן לממש, משום שהם דורשים תגובה להלם אינסופית בזמן. ניתן לממש מסננים שקרובים בצורתם למסננים האידיאליים, כמובן שככל שנדרוש דיוק יותר טוב - כך המסנן ידרוש יותר חומרה.
· את דיוק המסנן נמדוד ע"י 3 פרמטרים:
1. ההפרש המקסימלי 
[image: image830.wmf]1

d

 בתחום ה-Pass-Band. זהו התחום של האות שאותו אנו רוצים להעביר, ובו אסור לנו להרשות עיוות מעבר ל-
[image: image831.wmf]1

d

.
2. רוחב תחום המעבר (Transition-Band), כלומר: 
[image: image832.wmf]p

s

w

w

-

. בתחום זה אין דרישה שהמסנן יעביר או יסנן. הירידה בתחום זה לא חייבת להיות מונוטונית, יכולה להיות עלייה קטנה ואז ירידה גדולה. מה שחשוב הוא רוחב התחום הזה - ככל שהוא יותר קטן - המסנן יותר טוב.
3. הגובה המקסימלי 
[image: image833.wmf]2

d

 בתחום ההנחתה (Stop-Band). זהו התחום של הרעש אותו אנו רוצים לסנן, ובו אסור לנו להרשות עלייה מעל 
[image: image834.wmf]2

d

.
· מסנן מוגדר בזמן ועובד על כל אות אינסופי בזמן. דרך אחת להפעיל מסנן בזמן היא בעזרת קונבולוציה. אם נרצה לממש מעבר של מסנן סופי עם אות אינסופי, למדנו בהרצאות קודמות 2 שיטות - Overlap & Add ו-Overlap & Save.
· דרך אחרת לניתוח מסננים היא לבטא את המסנן באמצעות משוואת הפרש. הצורה הכללית:

[image: image835.wmf][
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[image: image836.wmf][
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 - היא הכניסה,  
[image: image837.wmf][
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 - היא התגובה. ניתן לנרמל את המד"ר כך ש: 
[image: image838.wmf]1

0

=

a

, וכך נניח תמיד. על ידי פתיחת הסכום מקבלים:


[image: image839.wmf][
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אנחנו נתאר מערכות על ידי התמרת Z, שהיא הרחבה של התמרת פורייה (התמרת פורייה היא התמרת 
[image: image840.wmf]Z

 כאשר 
[image: image841.wmf]w

j

e

Z

=

 נמצא על מעגל היחידה). אם התמרת Z מתכנסת על מעגל היחידה - קיימת התמרת פורייה למערכת. בנוסף, ניתן להסיק יותר דברים על המערכת שלנו, כגון קטבים ואפסים.
נבצע התמרת Z לשני האגפים. ניעזר בזהות:                                          
[image: image842.wmf][
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[image: image843.wmf][
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בקורס זה נעסוק במערכות מהסוג Real Casual Stable Rational (RCSR) - כלומר:

מערכות ממשיות - 
[image: image844.wmf]k

k

b
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,

 ממשיים, כך שאם הכניסה ממשית - נקבל מוצא ממשי.

מערכות סיבתיות: מערכות שבהם המוצא תלוי רק בערכי הכניסה בעבר, הביטוי של זה בהתמרת Z הוא שה-ROC (תחום ההתכנסות) של המערכת הוא כלפי חוץ. נוכל לדבר על מערכת לא סיבתית שתגובת ההלם שלה מתחילה בזמן שלילי סופי 
[image: image845.wmf]0
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n

, על ידי השהייה נוכל להפוך את המערכת לסיבתית.

מערכות יציבות - כאשר הקטבים של המערכת, כלומר: ערכי 
[image: image846.wmf]z

 בהם המכנה של 
[image: image847.wmf](
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 מתאפס - נמצאים בתוך מעגל 
[image: image848.wmf]1
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 היחידה. אם נסמן את הקטבים של המערכת ב-
[image: image849.wmf]k

a

, אזי מתקיים: 
[image: image850.wmf]1
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מערכות רציונליות: המערכת בנויה ממנה של 2 פולינומים מרוכבים. מערכות כאלה ניתנות למימוש. על ידי שמירה של 
[image: image851.wmf]M

 דגימות קודמות של הכניסה, ו-
[image: image852.wmf]N

 דגימות קודמות של המוצא.
אפסי המערכת: ערכי 
[image: image853.wmf]z

 עבורם המונה מתאפס, ולכן גם המערכת. ישנם 
[image: image854.wmf]M

 אפסים.
תחום ההתכנסות של המערכת (ROC) - הוא התחום בו המוצא יקבל ערך סופי, והוא מוגדר ע"י 
[image: image855.wmf]¥
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 - כאשר 
[image: image856.wmf]R

 הוא רדיוס הקוטב הכי רחוק מהראשית.
נסמן את קטבי המערכת ב-
[image: image857.wmf]k

a

. אם למערכת קטבים פשוטים בלבד מסדר 1 (ריבוי מסדר 1), אזי:
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כאשר אין קטבים למערכת, כלומר: 
[image: image859.wmf]0
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, אזי התגובה להלם תכלול דלתות, כך שנקבל:
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סוגי מסננים
מסנני  Finite Impulse Response(FIR) - מסננים בעלי תגובה להלם סופית. כלומר: כאשר 
[image: image861.wmf]0
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, נקבל כי 
[image: image862.wmf][
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 עבור 
[image: image863.wmf]M
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. ניתן לראות את הסופיות מהביטוי למעלה, אם 
[image: image864.wmf]0
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 - אזי נקבל ביטוי של 
[image: image865.wmf][
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 שאינו מתאפס, כלומר: תגובה להלם אינסופית.
מסנני In-Finite Impulse Response (IIR) - מסננים בעלי תגובה להלם אינסופית.

עבור מסנני FIR נקבל:                                                                           
[image: image866.wmf][
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ולכן התגובה להלם תהיה:                                                                 
[image: image867.wmf][
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המערכת ההופכית של 
[image: image868.wmf][
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תגובת התדר מרוכבת, כך שניתן לכתוב:                            
[image: image871.wmf](
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[image: image872.wmf](
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בדר"כ נתאר את המערכת על ידי (2), כי ראינו שהשפעת האמפליטודה והשפעת הפאזה של המערכת שונות - האמפליטודה של המוצא היא כפל עם האמפליטודה של המסנן, ואילו הפאזה של המוצא הוא חיבור עם הפאזה של המסנן. לכן יותר נוח לנו להפריד אותם.
תגובת הפאזה של מסננים ספרתיים
ניגח מסנן LPF ממשי אידיאלי עם פאזה 0 לכל התדרים:                  
[image: image873.wmf](
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נבדוק מה קורה כאשר מכניסים למסנן הזה גל ריבועי. גל ריבועי הוא מחזורי, ולכן יש לו פיתוח לטור פורייה, כלומר: הוא מורכב מ-
[image: image874.wmf]¥

 הרמוניקות. המסנן יעביר את חלקן ואת חלקן יסנן.

מערכת LTI משמרת מחזוריות - כלומר: אם הכניסה מחזורית אזי גם המוצא יהיה מחזורי. אבל צורת האות תשתנה.

כעת נראה מה קורה כאשר משנים את הפאזה של המסנן, לדוגמא, פאזה ליניארית למקוטעין:

ניתן לראות שהפאזה השפיעה מאוד על המוצא. כידוע, פאזה בתדר היא השהייה בזמן. אם הפאזה היא ליניארית - ההשהייה תהיה קבועה בכל התדרים ולכן נקבל בסה"כ השהייה של כל האות. במקרה שלנו, הפאזה היא ליניארית למקוטעין, לכן נקבל השהייה אחת עבור התדרים הנמוכים, והשהייה אחרת עבור התדרים הגבוהים. התוצאה תהיה עיוות של האות.
הערה:   האוזן שלנו אינה רגישה לשינויי פאזה, עד גבול מסוים. בהשהייה של 
[image: image875.wmf]sec
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 האוזן כבר לא תבחין. באופן כללי - יש יישומים שרגישים לפאזה ויש כאלו שאינם רגישים.
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[image: image877.wmf](
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נגדיר פונקציה: 
[image: image879.wmf](
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[image: image880.wmf]a

 היחיד המקיים:                                      
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[image: image882.wmf](
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משפט: אם 
[image: image883.wmf](
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 היא פונקציית תמסורת של מערכת RCSR - אזי אין לה קטבים על מעגל היחידה, ולכן:
א. 
[image: image884.wmf](
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 היא פונקציה רציפה של 
[image: image885.wmf]w
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ב. 
[image: image886.wmf](
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 היא פונקציה רציפה של 
[image: image887.wmf]w

, מלבד אולי כאשר 
[image: image888.wmf](
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נניח תיאור של 
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תזוזה קטנה ב-
[image: image890.wmf]w

 תגרור תזוזה קטנה ב-
[image: image891.wmf]w

. תזוזה רציפה ב-
[image: image892.wmf]w

 תגרור תזוזה רציפה ב-
[image: image893.wmf](
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.
אבל כשנחצה את הציר הממשי - הפאזה תקפוץ ב-
[image: image894.wmf]p
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, זה קורה כאשר 
[image: image895.wmf](
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. לפי הגדרת הפאזה של המערכת. איך שנגדיר את הפאזה במעגל - תהיה נקודה של אי-רציפות.

מתי עוד תיתכן אי-רציפות? (עבור הגדרת הפאזה כפי שהגדרנו) כשחוצים את ראשית הצירים. לא בטוח שיש שם אי-רציפות, תלוי מאיפה לאיפה חוצים. בנקודת ראשית הצירים: 
[image: image896.wmf](
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. פחות משפיע לנו שאז הפונקציה לא מוגדרת בראשית, זה קורה בנקודה ספציפית וניתן להגדיר אותה כרצוננו, כך שתהיה שם רציפות של 
[image: image897.wmf](
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. הפאזה יותר מטרידה אותנו, פאזה רציפה זה דבר טוב לנו.

אז יש 2 סוגי אי-רציפות בפאזה:

· מעבר דרך הראשית: 
[image: image898.wmf](
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 (יכולים לקפוץ כמעט לכל פאזה אחרת)
· כאשר 
[image: image899.wmf](

)

0

=

w

j

I

e

H

 ו-
[image: image900.wmf](

)

0

<

w

j

R

e

H

. אם 
[image: image901.wmf](

)

0

0

<

-

w

j

I

e

H

 ו-
[image: image902.wmf](

)

0

0

>

+

w

j

I

e

H

 נקבל:
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המשך המשפט:
ג.   ל-
[image: image905.wmf](
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 מספר סופי של נקודות אי-רציפות בתחום 
[image: image906.wmf]p
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 (זה מחזורי...)
הוכחה:  יש להוכיח כי 
[image: image907.wmf](
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 מספר סופי של פעמים בתחום. ע"פ חלק ב' של המשפט - רק שם יש אי-רציפות.
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קיבלנו פולינום בסדר של סכום הסדרות 
[image: image909.wmf]N
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 ולכן הוא מתאפס לכל היותר 
[image: image910.wmf]N
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 פעמים - שזה מספר סופי.

ד.   בכל נקודות אי-הרציפות של 
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 קפיצת הפאזה היא 
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2

±
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הוכחה:   ראינו כי אם 
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ראינו כבר שהמערכת הזאת שקולה למערכת בזמן רציף:

הרצאה 8   2.5.2011

מערכות RCSR בעלות GLP (Generalized Linear Phase)
אלו מערכות RCSR שהפאזה שלהם היא ליניארית מוכללת. פאזה ליניארית משמעותה השהייה בזמן.
מסנן בעל פאזה ליניארית מוכללת מקיים:                       
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דוגמא:  מסנן LPF  עם פאזה ליניארית:
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דוגמא נוספת:
ברצוננו לממש גוזר. בזמן רציף נקבל:



בזמן בדיד נקבל:                                    
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קיבלנו מסנן עם פאזה ליניארית מוכללת, עם הערכים: 
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למערכת RCSR קיים יצוג עם פאזה רציפה:                                                     
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נבחן את התגובה להלם של מערכת GLP בזמן:
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כלומר: קיבלנו מסנן FIR (בעל תגובה להלם סופית בזמן), ואורך התגובה להלם הוא: 
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לסיכום קיימות 4 אפשרויות למסנני RCSR עם GLP:
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התחלנו עם פאזה ליניארית מוכללת לכל 
[image: image1023.wmf]b

a

,

, וקיבלנו שכדי לקבל מערכת RCSR עם GLP עלינו לבחור 4 אפשרויות בלבד. כאשר 
[image: image1024.wmf]2

1

/

+

=

M

M

a

 ו-
[image: image1025.wmf]2

/

0

p

b

=

.

הרצאה 9   16.5.2011
מסנני RCSR עם GLP - המשך
למסנן עם GLP יש תגובת תדר ממשית עם השהייה (של מספר שלם 
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מסנן מסוג I:  עבור 
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נעשה החלפת משתנים: 
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רק 
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 מקדמים הם בשליטתנו, כל השאר חייבים להיות סימטריים. 
דוגמא למסנן מסוג I:
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מסנן מסוג II: עבור 
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המסנן מתאפס תמיד עבור כפולה של 
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. לכן מסננים מסוג 2 לא יכולים לשמש כ-HPF או כ-BSF (משום שאלו מסננים שמעבירים תדרים גבוהים).
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מסנן מסוג III: עבור 
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כלומר: מתאפס גם ב-0 וגם ב-
[image: image1070.wmf]p

, ולכן הוא לא מתאים ל-LPF , HPF , BSF.
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