בס"ד                                                                                                           הרצאה 1     20.10.2009
מערכות ליניאריות
מרצה: ד"ר שרגא ברוס

מייל: bross@macs.biu.ac.il
בניין הנדסה חדר 423.

הרכב הציון: מבחן: 80%. בוחן: 15%. עבודת בית: 5%

בוחן: 24.12.2009 בשעות: 8:30-9:45

אין חובת הגשת תרגילי בית.

מטרות הקורס:

א. הרחבת משפחת האותות בהם נטפל, פונקציות מוכללות.

ב. אפיון המוצא של מערכת כתלות בכניסה.

ג. חיבור מערכות לצורך תכנון מודולרי (חיבור משוב).

ד. פיתוח חשיבה מערכתית, הכרת כלים ופיתוח הבנה של התורה המתמטית של אותות ומערכות ליניאריות.

מבוא - משוואות דיפרנציאליות רגילות כמערכת
הצורה הכללית של מד"ר ליניארית מסדר N:      
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- היא הכניסה של המערכת
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 - היא המוצא של המערכת.
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 - פונקציות ידועות של t. 
משפט הקיום והיחידות: בהינתן פונקציה 
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 בעלת M נגזרות עבור 
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, וכן תנאי התחלה ע"י הוקטור:
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. אזי בזמן 
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 למד"ר (1) קיים פתרון יחיד
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משפט: אם 
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פותר את מד"ר (1) עבור כניסה 
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 ותנאי התחלה: 
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פותר את מד"ר (1) עבור כניסה 
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 ותנאי התחלה: 
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              אזי: 
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 הוא הפתרון של מד"ר (1) עבור כניסה 
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 ותנאי התחלה הנתון ע"י הוקטור
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 הוכחה: נתונה מד"ר (1) ונתונות הפתרונות הבאים: (1)   
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                                                                     (2)    
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           עקב ליניאריות פעולת הגזירה מתקיים עבור כניסה 
[image: image21.wmf]2

1

x

x

b

a

+

:


[image: image22.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

1

0

)

(

2

0

)

(

1

0

)

(

2

0

)

(

1

0

)

(

1

b

a

b

a

b

a

b

a

+

=

=

×

+

×

=

×

+

×

=

+

×

å

å

å

å

å

=

=

=

=

=

M

m

n

m

N

n

n

n

N

n

n

n

M

m

n

m

M

m

n

m

t

x

b

t

y

a

t

y

a

t

x

b

t

x

x

b

לכן 
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 הוא הפתרון לכניסה 
[image: image24.wmf]2

1

x

x

b

a

+

 עם תנאי התחלה כדלעיל.
שיטות לבניית פתרון למד"ר
שיטה א: פתרון הומוגני ופתרון פרטי:
הגדרה: פתרון הומוגני של מד"ר (1)  הוא פתרון מד"ר (1) כאשר 
[image: image25.wmf](
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, כלומר: כאשר האגף הימני מתאפס.

הפתרון ההומגני הכללי הוא פתרון הומוגני בעל N פרמטרים חופשיים כך שבחירתם מאפשרת את התאמת הפתרון לתנאי ההתחלה.
הגדרה: פתרון פרטי של מד"ר (1) הוא פתרון המד"ר עבור הכניסה 
[image: image26.wmf](
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 הנתונה אך ללא התחשבות בתנאי ההתחלה.

משפט: כדי לפתור את מד"ר (1) נבצע את האלגוריתם הבא:

א. נמצא את הפתרון ההומוגני 
[image: image27.wmf](
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 בצורה הבאה:

ב. נמצא את הפתרון הפרטי 
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ג. נתאים את הפרמטרים החופשיים של 
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 לתנאי ההתחלה הנתון.

שיטה ב: פתרון ZSR ופתרון ZIR:
הגדרה: פתרון 
[image: image30.wmf]ZIR
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 הוא פתרון מד"ר (1) כאשר הכניסה 
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 ועבור תנאי ההתחלה הנתונים.

הגדרה: פתרון 
[image: image32.wmf]ZSR
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 הוא פתרון מד"ר (1) עבור הכניסה 
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 הנתונה אך עבור תנאי התחלה 0:
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טענה: הפתרון: 
[image: image35.wmf]ZSR
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הוא הפתרון למד"ר (1) עבור תנאי ההתחלה הנתונים.

מציאת פתרון הומוגני:

כאשר נתונה מד"ר (1) אזי 
[image: image36.wmf](
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 הוא הפולינום האופייני של המד"ר. יש למצוא את השורשים האפשריים של הפולינום
[image: image37.wmf](
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משפט: הפתרון ההומגני הכללי הוא 
[image: image39.wmf](
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 כאשר 
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 הן הפונקציות העצמיות של המשוואה ההומוגנית כדלהלן:

א. אם 
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הוא שורש מריבוי יחיד (מופיע פעם אחת) אזי: 
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ב. אם 
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הוא שורש מריבוי k+1 (מופיע k+1 פעמים), כלומר: 
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   אזי: 
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פרק 1 - תכונות וסיווג של מערכות
[image: image1715.wmf][
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1. מערכת מיפוי כניסה ויציאה: היא מערכת המקבלת אות כניסה 
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 השייך למרחב האותות X, ומוציאה אות יציאה 
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 השייך למרחב אותות היציאה Y, וניתן לאפיין אותה באמצעות 
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מערכת דינמית: מערכת שאותות הכניסה והיציאה שלה הם אותות התלויים בזמן. האותות מחולקות ל-2 סוגים:

א. אות בזמן בדיד: אות שציר הזמן שלו בדיד. זוהי דגימה של אות בנקודות מסויימות ע"פ אינדקס: 
[image: image49.wmf][
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    מערכת בזמן בדיד: היא מערכת שאותות הכניסה והיציאה שלה הם בזמן בדיד.

ב. אות בזמן רציף: אות שציר הזמן שלו רציף ומקבל כל ערך ממשי של זמן. הסימון: 
[image: image50.wmf](
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    מערכת בזמן רציף: היא מערכת שאותות הכניסה והיציאה שלה הם בזמן רציף.

דוגמאות:

1. המערכת: 
[image: image51.wmf][
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 היא מערכת דינמית בזמן בדיד.

2. המערכת: 
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 היא מערכת דינמית בזמן רציף.

קיימות 4 סוגי מערכות דינמיות:

1. MIMO: Multi Input - Multi Output

2. MISO: Multi Input - Single Output

3. SIMO: Single Input - Multi Output

4. SISO: Single Input - Single Output

2. סיבתיות:
    הגדרה: מערכת נקראת סיבתית אם לכל זמן 
[image: image53.wmf]0
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 ערך המוצא 
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 תלוי בערכי הכניסה 
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               עבור ערכי הכניסה בזמן ובהווה, כלומר עבור: 
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3. זיכרון:
    מערכת חסרת זיכרון: מערכת דינמית נקראת חסרת זיכרון אם ערך המוצא 
[image: image58.wmf](
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תלוי רק בערך 
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 ולא 

    בערך הכניסה בזמן אחר.

    מערכת בעלת זיכרון: מערכת דינמית שערכי המוצא שלה 
[image: image60.wmf](
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 תלויים בערכי הכניסה 
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דוגמאות:
א. המערכת המתוארת ע"י המד"ר (1) היא מערכת בעלת זיכרון משום שידיעת ערכי הכניסה בזמן 
[image: image62.wmf](

)

0

t

x


וכל נגזרותיו אינה מספיקה כדי לדעת את ערך המוצא 
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ב. המערכת 
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 היא מערכת חסרת זיכרון

ג. המערכת 
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 היא מערכת חסרת זיכרון משום שאנו זקוקים רק לזמן t.

ד. המערכת 
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 היא מערכת בעלת זיכרון משום שאנו זקוקים לזמן t+1.

4. ליניאריות:
    הגדרה: מערכת נקראת "ליניארית" אם לכל זוג אותות כניסה 
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    באופן שקול: מערכת ליניארית מקיימת את שני התנאים הבאים:

                      א. אדיטיביות: 
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                      ב. הומוגניות: 
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5. אפיניות:
    הגדרה: מערכת נקראת אפינית אם קיימת מערכת ליניארית המסומנת 
[image: image72.wmf]Y

כך שמתקיים:


[image: image73.wmf][

]

[

]

[

]

2

1

2

1

x

x

x

x

-

Y

=

F

-

F


דוגמאות:

1. נבדוק האם המערכת 
[image: image74.wmf](
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היא ליניארית או אפינית:

נתונים 
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כניסות של המערכת ו-
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מצד אחד:                                                                    
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אך מצד שני:           
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כיון ש-
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 המערכת אינה ליניארית.

נסדוק אפיניות ע"פ ההגדרה:
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נבדוק האם 
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היא ליניארית עבור כניסות 
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הרצאה 2   27.10.2009

פרק 2 - מד"ר כמערכת:

אות חד צדדי ימני: אות 
[image: image85.wmf](
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נקרא "חד צדדי ימני" אם קיים זמן 
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 (התלוי באות) שעבורו 
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אות חד צדדי שמאלי: אות 
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 נקרא "חד צדדי שמאלי" אם קיים זמן 
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משפט: מד"ר במנוחה התחלתית היא מערכת ליניארית.
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זהו פתרון לתנאי התחלה 0 ועבור 
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משפט: מערכת ליניארית היא סיבתית אם ורק אם היא במנוחה התחלתית.

הוכחה: נוכיח את שני הצדדים.
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 כלומר: המערכת במנוחה התחלתית.
דוגמאות:
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סיבתיות: המערכת אינה סיבתית משום שערכי היציאה תלויים בערכים עתידיים: 
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אולם המערכת במנוחה התחלתית, שהרי עבור אות ימני 
[image: image169.wmf](

)

t

x

1

המתאפס עבור 
[image: image170.wmf]0

t

t

<

 היציאה תהיה:


[image: image171.wmf](

)

(

)

(

)

1

1

1

1

+

=

t

x

t

x

t

y

ואף היא מתאפסת עבור 
[image: image172.wmf]0

t

t

<

, שהרי 
[image: image173.wmf](

)

0

1

=

t

x

 עבור 
[image: image174.wmf]0

t

t

<

.

3. נבדוק את המערכת 
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6. מערכת קבועה בזמן (Time Invariant): מערכת נקראת "קבועה זמן" אם התגובה לכניסה מוזזת 
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משפט: מערכת המתוארת ע"י מד"ר במנוחה התחלתית היא קבועה בזמן.

הוכחה: נקבע s מסוים, נשים לב כי אם 
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תנאי ההתחלה הם זהים אך בזמן המוזז s. לכן המערכת היא קבועה בזמן.

משפט: עבור מערכת המתוארת ע"י מד"ר במנוחה התחלתית התגובה לנגזרת הכניסה היא נגזרת התגובה.
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הוכחה: נשים לב שאם הכניסה מתאפסת עד רגע 
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השתמשנו בליניאריות של הנגזרת לצורך ההוכחה.

7. מערכת הפיכה: מערכת מיפוי כניסה ויציאה נקראת מערכת הפיכה אם קיימת מערכת מיפוי 
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המערכת ליניארית שהרי:
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3. עבור נגד: 
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המערכת היא חסרת זיכרון, קבועה בזמן שהרי:
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המערכת אינה ליניארית שהרי:
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4. נגד הנתון ע"י: 
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זאת מערכת עם זיכרון, שהרי לצורך חישוב 
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פרק 3 – מערכות אינטגרליות ומערכות קונוולוציה
נעסוק במערכות מיפוי כניסה ויציאה המוגדרות ע"י: 
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הפונקציה 
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המספר 1 שבציור מתאר את השטח שמתחת לגרף.
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ישנם מספר דרכים לקרב את פונקציית הדלתא:
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 - קירוב ע"י גל משולש.
משפט: לכל פונקציה 
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הרציפה בנקודה 0 מתקיים: 
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הסבר: האינטגרל 
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פונקציית הדלתא ומערכת הקונוולוציה
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הסבר: כאשר מתבוננים על  
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אם נחזור ונפעיל את המשפט על מערכת הקונוולוציה נקבל: 
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נגביל את מרחב אותות הכניסה לאוסף פונקציות הבוחן של שוורץ 
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הגדרה: כפל של פונקציה מוכללת בפונקציית בוחן 
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משפט: נגזרת של פונקציה מוכללת מקיימת עבור 
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השתמשנו בכלל השרשרת:                                             
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הרחבות:
הגדרה: פונקציית המדרגה 
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הוכחה: נבדוק איך מגיבה הפונקציה 
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קיבלנו את הגדרת פונקציית הדלתא, שהרי לכל פונקציה מוכללת מתקיים: 
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פונקציית הדובלט: 
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ראינו שהמכפלה של פונקציה 
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הסבר: בכל הנקודות חוץ מ-0 הפונקציה 
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שני צידי המשוואה הן פונקציות מוכללות ולכן הן שוות ע"פ ההגדרה של פונקציות מוכללות.

לפיכך המכפלה של פונקציה 
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באופן דומה נחשב את המכפלה של 
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כיון שקיבלנו פונקציה מוכללת נקבל: 
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נחפש באופן כללי את המכפלה: 
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טענה: 
[image: image369.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

t

f

k

n

t

t

f

k

n

k

n

k

k

n

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

å

d

d

0

1

0


נבדוק עבור 
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על מנת להוכיח זאת במקרה הכללי, נעשה אינטגרציה של האגף השמאלי עם פונקציית בוחן:
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(השוויון האחרון הוא כלל השרשרת בנגזרות)

מצד שני נעשה אינטגרציה עם פונקציית בוחן של האגף הימני:
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קיבלנו אותו הדבר,ולכן הטענה נכונה.
ראינו שהדרך להוכיח ששתי פונקציות מוכללות הם שוות היא לעשות אינטגרציה עם פונקציות בוחן. כעת נוכל לחשב תגובה להלם של מד"ר:

דוגמא: נתון: 
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פתרון:
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מערכות גרעין
כל מערכת מיפוי כניסה ויציאה בזמן רציף שהיא ליניארית, ניתנת לתיאור כמערכת אינטגרלית מהצורה:
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הפונקציה 
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 נקראת גרעין המערכת, והיא יכולה להיות פונקציה מוכללת.

משפט 1: כל מערכת המתוארת ע"י 
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 מתארת מערכת מיפוי כניסה ויציאה ליניארית.

הוכחה: זאת מערכת מיפוי כניסה ויציאה משום שלכל אות כניסה 
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 דרך המערכת הנ"ל. כדי להוכיח זאת נראה ליניאריות. נקבע אותות 
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נוכיח את הכיוון ההפוך: שכל מערכת מיפוי כניסה ויציאה ליניארית מתוארת ע"י מערכת גרעין:
לצורך זאת נגדיר את הפונקציה K ע"י: 
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הפונקציה 
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 מוגדרת באופן הבא: נכניס הלם בזמן 
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 ונבדוק כיצד המערכת מתנהגת בכל רגע 
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 היא תגובת המערכת ברגע 
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 לכניסת הלם בזמן 
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נייצג את הכניסה 
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 ע"י אינטגרל עם פונקציית דלתא: 
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זהו אינטגרל קונבולוציה עם דלתא. הפונקציה 
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 מתוארת ע"י אינטגרל (פעולה ליניארית) של סכום אינסופי של פונקציה כלשהי של 
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 ברגעים מסויימים 
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כיון שמערכת המיפוי שיצאנו ממנה היא ליניארית, אזי לכל אוסף קבועים 
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כיון שהמערכת ליניארית אנו יודעים שהכניסות הם קומבינציות ליניאריות של 
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האינטגרל הוא גבול של סכום אינסופי, נקבל בצורה דומה:
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קיבלנו ייצוג של המערכת הליניארית כמערכת גרעין.
הערות: חישוב זה איננו משפט, משום שתכונת הליניאריות מוגבלת לסכום סופי ולא לאינטגרל שהוא אינסופי.

           כמו"כ, עדיין לא הגדרנו פונקציה מוכללת של שני משתנים.

לסיכום: כאשר נקבל מערכת מיפוי כניסה ויציאה ליניארית, תגובת ההלם היא: 
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משפט 2: מערכת גרעין 
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 היא סיבתית אם ורק אם לכל 
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משמעות התנאי: 
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 פרט למספר זניח של זמנים.

הוכחה: אם 
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התלות בערכי 
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 בלבד. ולכן המערכת סיבתית.
מצד שני: אם 
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לכן, אם נבחר אות כניסה באופן הבא: 
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המוצא 
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 תלוי בערכי הכניסה בעתיד, שהרי 
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תלוי בערכי הכניסה 
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לסיכום:
מערכת גרעין היא מערכת אינטגרלית מהצורה: 
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זאת מערכת מיפוי כניסה ויציאה בזמן רציף, ליניארית, בדר"כ בעלת זיכרון, סיבתית (או"א לכל t מתקיים 
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), אינה בהכרח קבועה בזמן עקב התלות ב-t, ואינה בהכרח הפיכה.

הגרעין מוגדר באופן הבא: 
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מערכת קונבולוציה
מערכת קונבולוציה היא מקרה פרטי של מערכת גרעין, והיא מוגדרת באופן הבא:
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הגרעין של המערכת הוא פונקציה מהצורה 
[image: image433.wmf](
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תנאי הכרחי ומספיק לסיבתיות הוא: 
[image: image435.wmf](
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המערכת שווה לכניסה ולכן היא סיבתית, אינה תלויה בערכי הכניסה בעתיד.

משפט: כל מערכת קונבולוציה המתוארת ע"י: 
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 מתארת מערכת מיפוי כניסה 

           ויציאה, ליניארית, וקבועה בזמן.

הוכחה:

כיון שמערכת קונבולוציה היא מקרה פרטי של מערכת גרעין, כבר הוכחנו שהיא ליניארית. נשאר להוכיח שהיא קבועה בזמן. לכן נבדוק האם כאשר מפעילים כניסה מוזזת בזמן מקבלים מוצא מוזז בזמן:
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ההזזה פעלת רק על פונקציות של t, לכן היא מזיזה את הכניסה 
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משפט: תהי k מערכת גרעין הקבועה בזמן. נגדיר את הגרעין: 
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כלומר: במערכת קונבולוציה, הגרעין
[image: image444.wmf](
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הוא פונקציה של ההפרש 
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הוכחה: נתונה מערכת גרעין: 
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. אם נכניס למערכת הגרעין כניסת הלם מוזזת בזמן, נקבל:
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מצד שני: נתון שהמערכת קבועה בזמן, ולכן:


[image: image448.wmf][

]

(

)

[

]

{

}

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

,

0

,

,

t

s

d

s

d

s

d

s

t

t

t

t

-

=

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

F

=

F

-

¥

¥

-

-

-

-

ò

t

K

t

K

ds

s

s

t

K

t

t


משתי המשוואות נקבל: 
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 וזאת ההגדרה של מערכת קונבולוציה.

לסיכום:

ראינו שמד"ר במנוחה התחלתית מתארת מערכת ליניארית קבועה בזמן-
[image: image451.wmf](
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. מערכת ליניארית קבועה בזמן ניתנת לתיאור כמערכת גרעין והוכחנו סיבתיות. מערכת גרעין קבועה בזמן ניתנת לתיאור כמערכת קונבולוציה.

היתרון שנקבל מזה הוא שכעת, אנחנו יכולים לחשב את הגרעין של המערכת, כלומר: את התגובה להלם.

הרצאה 5     17.11.2009
חזרה:
הוכחנו שמד"ר במנוחה התחלתית מתארת מערכת ליניארית קבועה בזמן-
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. ייצוג זה לא היה נוח כאשר רצינו לחבר מערכות בטור, ולכן חיפשנו ייצוג שונה.

הוכחנו שמערכת ליניארית קבועה בזמן ניתנת לתיאור כמערכת גרעין, הוכחנו גם שהיא סיבתית. בסופו של דבר הוכחנו שמערכת גרעין קבועה בזמן ניתנת לתיאור כמערכת קונבולוציה. במסגרת ההוכחות הכרנו את תכונות הפונקציות המוכללות, והגדרנו את פונקציית ההלם 
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אפיון המערכת יהיה בסופו של דבר ע"י המד"ר שאיתה פתחנו את הקורס: 
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קונבולוציה
הגדרה: פעולת קונבולוציה בין שני פונקציות מוגדרת באופן הבא:
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תכונות פעולת הקונבולוציה:
א. קומוטטיביות: 
[image: image456.wmf](
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ב. אסוציאטיביות: 
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ג. ליניאריות: 
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הוכחות:

א. ע"פ ההגדרה:
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ב. ע"פ ההגדרה:
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ג. ע"פ ההגדרה:
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ניתן להכליל את הגדרת הקונבולוציה גם עבור פונקציות מוכללות, שהרי אם 
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 היא פונקציה מוכללת ו-
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 היא פונקציה רגילה, אזי אם נבצע 
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 אין לנו בעיה כי כאן 
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 היא פונקציה מוכללת של משתנה אחד, ואם נבצע 
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 נקבל אינטגרל עם 
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, כיון שלא למדנו עם פונקציות מוכללות של שתי משתנים נגדיר ש-t הוא קבוע ו-
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 הוא משתנה שרץ על הישר. לפיכך 
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 הוא בעצם פונקציה של 
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 בלבד. א"כ נקבל בפרט עבור 
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, ובתנאי ש-
[image: image472.wmf](

)

t

g

 רציפה בנקודה 
[image: image473.wmf]t

:

[image: image474.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

t

g

d

t

g

t

g

f

=

-

=

*

ò

¥

¥

-

t

t

t

d


זהות זו נכונה גם כאשר 
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 היא פונקציה מוכללת כמו שהראינו בעבר, ובמובן של שוויון בין פונקציות מוכללות.

ד. הזזה בזמן: ניתן לייצג הזזה בזמן של פונקציה 
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 ע"י קונבולוציה עם פונצקייה מוזזת של 
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ה. נגזרת: ניתן לייצג נגזרת של פונקציה 
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   ובאופן כללי: 
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כיון שניתן לייצג הזזה ונגזרת בעזרת פעולת קונבולוציה, נקבל את התופעה החשובה הבאה:

משפט: פעולת הקונבולוציה מתחלפת עם גזירה ועם הזזה בזמן:
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         מכאן, שפעולות הגזירה וההזזה בזמן מתחלפות זו עם זו:
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משפט: נניח ש-
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 ו-
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 הן שתי פונקציות בעלות תמך סופי:
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אזי: 
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הערה: אנחנו לא יודעים את ערך הקונובולוציה, אלא רק את התחום שבו היא שונה מ-0.

הוכחה: ע"פ הגדרת הקונבולוציה: 
[image: image493.wmf](

)

(

)

ò

¥

¥

-

-

=

*

ds

s

t

g

s

f

g

f

 
בתחום 
[image: image494.wmf]c

a

t

+

<

: נבדוק מתי הערכים של 
[image: image495.wmf](

)

s

f

 מתאפסים. כאשר 
[image: image496.wmf]a

s

<

 אזי 
[image: image497.wmf](

)

0

=

s

f

. כאשר 
[image: image498.wmf]a

s

>

 אזי אמנם 
[image: image499.wmf](

)

0

¹

s

f

 אבל 
[image: image500.wmf](

)

0

=

-

s

t

g

 שהרי: אם 
[image: image501.wmf]c

a

t

+

<

 ו-
[image: image502.wmf]a

s

>

(כלומר: 
[image: image503.wmf]a

s

-

<

-

)

אזי: 
[image: image504.wmf]c

a

c

a

s

t

=

-

+

<

-

 וידוע שהפונקציה 
[image: image505.wmf](

)

0

=

-

s

t

g

 כאשר 
[image: image506.wmf]c

s

t

<

-


בתחום 
[image: image507.wmf]d

b

t

+

>

: נבדוק מתי הערכים של 
[image: image508.wmf](

)

s

f

 מתאפסים. כאשר 
[image: image509.wmf]b

s

>

 אזי 
[image: image510.wmf](

)

0

=

s

f

. כאשר 
[image: image511.wmf]b

s

<

 אזי אמנם 
[image: image512.wmf](

)

0

¹

s

f

 אבל 
[image: image513.wmf](

)

0

=

-

s

t

g

 שהרי: אם 
[image: image514.wmf]d

b

t

+

>

 ו-
[image: image515.wmf]b

s

<

 (כלומר: 
[image: image516.wmf]b

s

-

>

-

)
אזי: 
[image: image517.wmf]d

b

d

b

s

t

=

-

+

>

-

 וידוע שהפונקציה 
[image: image518.wmf](

)

0

=

-

s

t

g

 כאשר 
[image: image519.wmf]d

s

t

>

-

.

לפיכך האינטרוול שבו הקונבולוציה אינה מתאפסת בהכרח הוא: 
[image: image520.wmf][

]

d

b

c

a

t

+

+

Î

,

     מ.ש.ל

תגובת מערכת קונבולוציה לאות אקספוננציאלי:
אות אקספוננציאלי הוא אות עצמי של מערכות LTI (ליניאריות וקבועות בזמן). שהרי אם הכניסה היא אות מהצורה 
[image: image521.wmf](

)

st

e

t

x

=

 כאשר 
[image: image522.wmf]C

s

Î

, אזי היציאה תהיה מהצורה 
[image: image523.wmf](

)

(

)

st

e

s

H

t

y

=

 כאשר 
[image: image524.wmf](

)

C

s

H

Î

 היא פונקציה של s ואינה תלויה בזמן. נראה שתי הגדרות לפונקציית התמסורת:
א. כיון שכל מערכת LTI ניתנת לייצוג כמערכת קונבולוציה נשתמש בהגדרת הקונובולוציה:


[image: image525.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

s

H

e

d

h

e

e

d

h

e

e

d

h

e

d

h

t

x

t

y

st

s

st

s

st

t

s

=

=

=

=

-

=

ò

ò

ò

ò

¥

¥

-

-

¥

¥

-

-

¥

¥

-

-

¥

¥

-

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t


כאשר נגדיר: 
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 הוא תמיד חיובי ולכן ניתן לצמצם אותו. קיבלנו במכנה את הפולינום האופייני.

בעצם קיבלנו שתי דרכים להגיע לפונקציית התמסורת. אם נקבל פונקציית הלם נשתמש בדרך הראשונה, ואם נקבל מד"ר נשתמש בדרך השניה. יש לזכור את שתי ההגבלות המתמטיות של פונקציית התמסורת:

1. אסור ש-s יגרום לאיפוס המכנה

2. צריך לבדוק ש-s גורם להתכנסות האינטגרל.
חיבור מערכות
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בעצם הפכנו את שתי המערכות למערכת אחת כאשר הגרעין שלה הוא 
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 המאפיין את החיבור בטור. אות הכניסה של המערכת הוא 
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כמו שהגדרנו את מערכות הגרעין לעיל ע"י מערכת גרעין שקולה כך עשינו על מערכת הקונבולוציה.
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משפט: במערכת ליניארית קבועה בזמן (שניתן לייצג באמצעות מערכת קונובלוציה) התגובה לנגזרת הכניסה היא נגזרת התגובה. כלומר: 
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הסבר: לקחנו x והכנסנו למערכת h - קיבלנו את התגובה 
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באופן כללי, בהינתן מערכת LTI שמהותה גזירה מסדר כלשהו ומערכת שמהותה השהיה, סדר המערכות בטור אינו משנה את הקשר בין הכניסה ליציאה.

כעת נחבר שתי מערכות במקביל:
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הגרעין של המערכת החדשה הוא: 
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במערכות קונבולוציה: 
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      כאשר: 
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תיאור מערכות ע"י גרעין נותן לנו תשובה לחיבור מערכות.
חיבור משוב:
אחד החיבורים הבסיסיים בתורת המערכות הוא חיבור משוב. נניח ששתי המערכות הן מערכות קונבולוציה.

ניסיון לנתח מערכת כזאת המורכבת משתי מערכות קונבולוציה תוך שיטות באותן שיטות כמו חיבור בטור או חיבור
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זאת נוסחה סתומה שלא ברור כיצד לחלץ ממנה את y ולתארו 

כתלות ב-x. ניתן לפתור זאת בעזרת התמרת לפלס/התמרת פורייה. (בהתמרות
פעולת הקונבולוציה הופכת לפעולה אלגברית וניתן לבודד את y.)

נדון זאת בהמשך הקורס.

פרק 4 - יציבות של מערכות
קיימים 2 מדדים ליציבות של מערכות.

1. יציבות כניסה חסומה 
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2. יציבות אסימפטוטית.
לפני שנכנס יש צורך להקדים ולבאר מושגים מאלגברה ליניארית:

מרחבי אותות:
מרחב נורמה הוא מרחב ליניארי אשר מוגדרת עבורו נורמה. מרחב ליניארי V הוא קבוצה לא ריקה של איברים (בדר"כ ממשיים או מרוכבים) אשר מקיים עבור כל שני איברים 
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הרצאה 6    24.11.2009
פרק 4 - יציבות של מערכות
קיימים 2 מדדים ליציבות של מערכות.

3. יציבות כניסה חסומה 
[image: image576.wmf]Ü

 יציאה חסומה. או יציבות BIBO.

4. יציבות אסימפטוטית.
על מנת להגדיר את שני סוגי היציבות הנ"ל יש צורך להקדים ולבאר מהו מרחב נורמה, מהו מרחב מכפלה פנימית ומהו הקשר ביניהם. לבסוף נבדוק כיצד מתקשר עניין היציבות עם מערכת הקונבולוציה.

מרחב ליניארי: מרחב ליניארי V הוא קבוצה לא ריקה של איברים (בדר"כ ממשיים או מרוכבים) אשר מקיים עבור כל שני איברים 
[image: image577.wmf]V
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 השייכים למרחב ושני קבועים 
[image: image578.wmf]b
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 את תכונת הליניאריות: 
[image: image579.wmf]V
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. מרחב ליניארי סגור לחיבור וכפל בקבוע. אנחנו נעסוק במרחב האותות התלויים בזמן: 
[image: image580.wmf](
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הנורמה 
[image: image581.wmf]x

 היא תכונה שאנו מוסיפים למרחב, הנורמה מקיימת את התכונות הבאות:

1. 
[image: image582.wmf]0
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, ועבור 
[image: image583.wmf]0
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 מתקיים: 
[image: image584.wmf]0
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2. אי-שוויון המשולש: 
[image: image585.wmf]y
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3. הומוגניות: לכל מס' מרוכב 
[image: image586.wmf]a

 מתקיים השוויון: 
[image: image587.wmf]x
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הערה: במידה ואנחנו במרחב נורמה, אזי מבחינה אינטואטיבית המרחק בין שני אותות הוא 
[image: image588.wmf]y
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הגדרה: עבור פונקציות ממשיות או מרוכבות ועבור כל 
[image: image589.wmf]1
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 נגדיר את הנורמה 
[image: image590.wmf]p

L

 באופן הבא:


[image: image591.wmf](
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זהו הנורמה מסדר p של x.

אם 
[image: image592.wmf](
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 רציפה למקוטעין, אזי נגדיר את נורמת אינסוף: 
[image: image593.wmf](
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 כלומר: הערך המקסימלי שאותו מקבלת הפונקציה.

לדוגמא:


[image: image594.wmf](
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 - אם האינטגרל מתכנס אזי האות חסום.
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 - אם האינטגרל מתכנס אזי האות הוא בעל אנרגיה סופית.

כאשר 
[image: image596.wmf](
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 היא פונקציה מרוכבת (קומפלקסית) אזי: 
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הגדרה: מרחב הנורמה 
[image: image598.wmf]p
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מוגדר כאוסף הפונקציות עבורן הנורמה מסדר p היא סופית, כלומר:
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לדוגמא: מרחב 
[image: image600.wmf]1
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 הוא מרחב הפונקציות האינטגרביליות.

            מרחב 
[image: image601.wmf]2

L

הוא מרחב הפונקציות בעלות האנרגיה החסומה.

הגדרה: מכפלה פנימית בין שתי פונקציות מרוכבות היא: 
[image: image602.wmf](
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לפיכך, מכפלה פנימית מוכלת במרחב הנורמה 
[image: image603.wmf]2
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, שהרי 
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הערה: אם פונקציה מסויימת שייכת למרחב 
[image: image605.wmf]2
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, עדיין היא אינה בהכרח שייכת גם ל-
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. לדוגמא:
הפונקציה: 
[image: image607.wmf](
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. מצד אחד: 
[image: image608.wmf]2

2

1

1

1

xdt

t

¥

==

ò

 - האינטגרל חסום

                                             מצד שני: 
[image: image609.wmf]1
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 - האינטגרל אינו חסום

הגדרה: V הוא מרחב מכפלה פנימית אם מוגדרת בו הפונקציה: 
[image: image610.wmf],:
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 כאשר F הוא שדה המספרים (בדר"כ מרוכבים או ממשיים), כך שלכל 
[image: image611.wmf],,
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 מתקיימים התכונות הבאות:
1. 
[image: image612.wmf],0
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 עם שוויון 
[image: image613.wmf]Û

 
[image: image614.wmf]0
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2. אדיטיביות: 
[image: image615.wmf],,,
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3. הומוגניות: 
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 לכל 
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4. 
[image: image618.wmf],,
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במרחב מכפלה פנימית מתקיים אי-שוויון קושי שוורץ: 
[image: image619.wmf]2
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 לכל 
[image: image620.wmf],
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משפט: אם 
[image: image621.wmf],
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 היא מכפלה פנימית במרחב ליניארי V אזי: 
[image: image622.wmf](
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 הוא נורמה עבור V. כלומר: אם נתון מרחב ליניארי V והצלחנו להגדיר עבורו פונ' המקיימת מרחב מכפלה פנימית, וממילא מקיימת את אי-שוויון קושי שוורץ - אזי נוכל להגדיר נורמה עבור V. נבדוק שתכונות הנורמה שהגדרנו אכן מתקיימות עבור ההגדרה החדשה של נורמה (שהגדרנו בעזרת מכפלה פנימית):
1. ע"פ הגדרות מרחב מכפלה פנימית: 
[image: image623.wmf],0
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 ולכן 
[image: image624.wmf](
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2. עלינו להוכיח שאי-שוויון קושי שוורץ  גורר את אי-שוויון המשולש. נשתמש בהגדרה של הנורמה ע"י מכפלה פנימית ונקבל:


[image: image625.wmf]222
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לפי אי שוויון קושי שוורץ:   
[image: image626.wmf]2
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באותה מידה נקבל:             
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לכן:                              
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אם נוציא שורש נקבל את אי-שוויון המשולש: 
[image: image629.wmf]xyxy
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3. ע"פ ההגדרה: 
[image: image630.wmf],,
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לסיכום: עבור פונקציות בעלי אנרגיה סופית - מרחב מכפלה פנימית משרה את הנורמה של פונקציה במרחב.

יציבות כניסה חסומה - יציאה חסומה (BIBO)
הגדרה: מערכת מיפוי כניסה ויציאה נקראת יציבה במובן BIBO (Bounde Input Bounded Output) אם תגובת המערכת לכניסה 
[image: image632.wmf]xL
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 היא 
[image: image633.wmf][
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. כלומר: אם הכניסה חסומה - אזי היציאה חסומה.
דוגמאות:

1. המערכת 
[image: image634.wmf][
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 יציבה במובן BIBO משום שעבור כל אות חסום המוצא יהיה חסום, שהרי cosx היא פונקציה חסומה.

2. המערכת 
[image: image635.wmf][
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. נבדוק האם עבור 
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נתון: 
[image: image638.wmf](
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הסבר: מכפלה בין שתי פונקציות חסומות היא חסומה.

הערה: המערכות הנ"ל הן יציבות במובן BIBO אך אינן ליניאריות.
3. המערכת: 
[image: image640.wmf][
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 אינה יציבה במובן BIBO. שהרי אם נבחר: 
[image: image641.wmf](
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ונכניסה למערכת נקבל: 
[image: image642.wmf][
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 והיציאה אינה חסומה כאשר 
[image: image643.wmf]1

>

t

.

משפט: תהי 
[image: image644.wmf]F

 מערכת קונבולוציה עם תגובה להלם 
[image: image645.wmf]h

 שאיננה פונקציה מוכללת. אזי:

1. המערכת יציבה BIBO 
[image: image646.wmf]Û
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 כלומר: אם 
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2. 
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 EMBED Equation.3  [image: image650.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image651.wmf](
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הוכחה:

נוכיח כיוון אחד: שאם 
[image: image652.wmf](
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[image: image653.wmf]Ü

 יציבות BIBO: ע"פ ההגדרה של מערכת קונבולוציה:
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כיון ש-
[image: image655.wmf](
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 היא פונקציה חסומה ולא מוכללת אזי: 
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 חסום, וכיון ש-
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 חסומה אזי 
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 חסומה. מכפלת שני הפונקציות היא חסומה, ולכן המוצא חסום! כלומר המערכת יצבה BIBO.

נוכיח כיוון שני, שאם המערכת 
[image: image659.wmf]F

 יציבה BIBO אזי 
[image: image660.wmf](
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. נוכיח בדרך השלילה:

נניח ש-
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 כלומר: 
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. נבחר אות חסום 
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 ונראה כי היציאה 
[image: image664.wmf][
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 אינה חסומה.

אם נבחר: 
[image: image665.wmf](
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. זהו אות חסום משום שהוא מקבל שני ערכים בלבד.

נראה שהערך של 
[image: image666.wmf](
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 בנקודה מסויימת 
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 ולפיכך נוכיח שהיציאה אינה חסומה:
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כיון שהיציאה אינסופית אזי המערכת אינה יציבה במובן BIBO. לכן בדרך השלילה: אם 
[image: image669.wmf](
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 אזי אם היינו בוחרים אות חסום כלשהו המוצא היה חסום. לכן המערכת יציבה BIBO.

הערה: למעשה קיבלנו שעבור מערכת קונובולוציה יציבות BIBO שקולה לתנאי כי קיים B עבורו:
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והקבוע B נתון ע"י: 
[image: image671.wmf](
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. מכאן נובע גם שאם 
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 הוא אות קטן אזי גם המוצא יהיה קטן.

אולם לא כל מערכת יציבה BIBO מקיימת את הנאמר בהערה. נחזור ל-2 הדוגמאות לעיל:

1. המערכת 
[image: image673.wmf][
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 יציבה במובן BIBO אולם היא אינה ניתנת לתיאור ע"י מערכת קונבולוציה משום שאינה ליניארית. לכן אם 
[image: image674.wmf](
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 קטן ושואף ל-0 המוצא איננו קטן באותה מידה, שהרי: 
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 ואיננו שואף ל-0. כלומר: לא קיים B סופי עבורו: 
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 שכן ככל שנגדיל את B ניתן להקטין את 
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 ולהשאיף אותו ל-0 והתוצאה תשאף ל-1.

2. המערכת 
[image: image678.wmf][
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 יציבה במובן BIBO אבל היא אינה ניתנת לתיאור ע"י מערכת קונבולוציה שכן היא אינה מערכת ליניארית. לכן אם נבחר 
[image: image679.wmf](
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 ואז:
      לא קיים B סופי עבורו: 
[image: image681.wmf]a
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 שכן אם 
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הערה: אם 
[image: image685.wmf]2
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 יציבות BIBO אזי גם החיבור הטורי והמקבילי יציב BIBO.

יציבות אסימפטוטית
אנו רוצים לבדוק מה מבטיח לנו שתנאי ההתחלה של המערכת ישאף ל-0 (ידעך) כאשר 
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הגדרה: מד"ר המתארת מערכת ליניארית נקראת יציבה אסימפטוטית (לכל תנאי התחלה) אם התגובה כאשר הכניסה 
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[image: image688.wmf](

)

0

lim

=

¥

®

t

y

ZIR

t


משפט: מערכת מד"ר יציבה אסימפטוטית 
[image: image689.wmf]Û

 כל שורשי הפולינום האופייני הם בעלי חלק ממשי שלילי.
כלומר: 
[image: image690.wmf]{
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הוכחה: הפתרון ההומוגני עבור תנאי התחלה כלשהו, ובפרט 
[image: image691.wmf](
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 (הפתרון ההומוגני עבור תנאי התחלה 0) מורכב מסכום של איברים מהצורה: 
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 כאשר 
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 הוא השורש של הפולינום האופייני. כל אחד מהאיברים הללו שואף ל-0 
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 (כי כאשר החלק הממשי שלילי האקספוננט דועך.
חשוב להבין כי שני סוגי היציבות שונים לא רק בהגדרה אלא גם בשאלה מתי הם מתקיימים.

דוגמא: נתונה מערכת המתוארת ע"י המד"ר: 
[image: image696.wmf]x
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 נבדוק את יציבות המערכת:

יציבות BIBO: התגובה להלם של המד"ר היא 
[image: image697.wmf](
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. כיון שהתגובה להלם היא פונקצייה מוכללת אזי לא ניתן להשתמש במבחן היציבות של מערכת הקונבולוציה.

אמנם, כיון שהמד"ר ליניארית היא ניתנת לתיאור ע"י מערכת קונבולוציה, נשתמש בהגדרת הקונבולוציה כאשר האות 
[image: image698.wmf](
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 הוא התגובה להלם של המערכת (שבמקרה הזה הוא פונקציית ההלם עצמה) ונקבל:
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קיבלנו שהמוצא שווה לכניסה. לכן המערכת יציבה BIBO שהרי ברור שאם הכניסה חסומה גם המוצא חסום.

יציבות אסימפטוטית: נבדוק את השורשים של הפולינום האופייני של המד"ר:


[image: image700.wmf](
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קיבלנו שהערך של החלק הממשי של 
[image: image701.wmf]l

 הוא חיובי. לכן המערכת אינה יציבה אסימפטוטית.

פרק 5 - התמרת פורייה
ראינו בשבוע שעבר שאות אקספוננציאלי הוא אות עצמי של מערכות LTI. כלומר: אם הכניסה היא מהצורה: 
[image: image702.wmf](
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 כאשר s מרוכב, אזי המוצא הוא מהצורה: 
[image: image703.wmf](
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 הוא קבוע (לא תלוי בזמן). הפונקצייה 
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 נקראת פונקציית התמסורת של המערכת והיא תלויית תדר. בשבוע שעבר ראינו שתי צורות להגדרת פונקציית התמסורת, ע"י הצבה למד"ר או למערכת הקונבולוציה:
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[image: image707.wmf](

)

(

)

ò

¥

¥

-

-

=

t

t

t

d

h

e

s

H

s


נתרכז כעת בכניסות הרמוניות עם תדר בודד: 
[image: image708.wmf]w
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 ומתוך ההצגה של מד"ר כמערכת קונבולוציה נקבל: 
[image: image710.wmf](
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זהו המושג הכללי של פונקציית התמסורת, או תגובת התדר של המערכת.

הגדרה: התמרת פורייה מעבירה פונקציות מתחום הזמן לתחום התדר. עבור פונקציות 
[image: image711.wmf](
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 נגדיר את התמרת פורייה באופן הבא: 
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כמו"כ התמרת פורייה ההפוכה מחזירה פונקציות מתחום התדר לתחום הזמן. עבור פונקציות 
[image: image713.wmf](
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 נגדיר את התמרת פורייה ההפוכה: 
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הערה: בנקודות בהן 
[image: image715.wmf](
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 אינה רציפה היא לא תתלכד עם 
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 היא פונקציה רציפה.
הרצאה 7    1.12.2009
פרק 5 - התמרת פורייה
חזרה - אותות אקספוננציאלים:
אות אקספוננציאלי הוא אות עצמי של מערכות LTI (ליניאריות וקבועות בזמן). כלומר: אם הכניסה היא אות מהצורה 
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[image: image719.wmf]C

s

Î

, אזי היציאה תהיה מהצורה 
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 היא פונקציה של s ואינה תלויה בזמן.

פונקציית התמסורת: נראה שתי הגדרות לפונקציית התמסורת:

א. כיון שכל מערכת LTI ניתנת לייצוג כמערכת קונבולוציה נשתמש בהגדרת הקונובולוציה:
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כאשר נגדיר: 
[image: image723.wmf](

)

(

)

ò

¥

¥

-

-

=

t

t

t

d

h

e

s

H

s

 - פונקציה שאינה תלויה בזמן אלא ב-s. הפונקציה הזאת נקראת פונקציית התמסורת של המערכת - זוהי התמרת לפלס דו-צדדית של 
[image: image724.wmf](
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 - התגובה להלם של המערכת.
ב. כיון שמערכת קונבולוציה היא מערכת LTI, היא מקיימת את המד"ר מתחילת הקורס. לכן נבדוק מתי 
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 מקיימת את המד"ר עבור כניסה
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נוציא את 
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 מחוץ לסכום, ונקבל:
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הגודל 
[image: image732.wmf]st
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 הוא תמיד חיובי ולכן ניתן לצמצם אותו. קיבלנו במכנה את הפולינום האופייני.

קיבלנו שתי דרכים להגיע לפונקציית התמסורת. אם נקבל פונקציית הלם נשתמש בדרך הראשונה, ואם נקבל מד"ר נשתמש בדרך השניה. יש לזכור את שתי ההגבלות המתמטיות של פונקציית התמסורת:

1. עבור ההגדרה בעזרת האינטגרל: צריך לבדוק ש-s גורם להתכנסות האינטגרל 
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. האינטגרל איננו מוגדר על כל פונקצייה אלא רק על פונקציה השייכת ל-
[image: image734.wmf]1
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2. עבור ההגדרה בעזרת מנה של פולינום: אסור ש-s יגרום לאיפוס המכנה, כלומר: אסור ש-s יהיה שורש של הפולינום האופייני של המד"ר.
הגדרה: עבור פונקציות 
[image: image735.wmf](
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 התמרת פורייה מוגדרת ע"י:                    
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ועבור פונקציות 
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 התמרת פורייה ההפוכה מוגדרת ע"י:          
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הפונקציה 
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 המתקבלת מההתמרה ההפוכה אינה תמיד שווה לאות המקורי
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. כמו"כ הגדרת ההתמרה בעזרת האינטגרל אינה מוגדרת לכל פונקציה אלא רק לפונקציות השייכות ל-
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משפט: אם 
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 אזי יש לו התמרת פורייה 
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 יש התמרה הפוכה 
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תנאי דיריכלה: אם 
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 אזי התמרת פורייה 
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 מוגדרת היטב וחסומה.

                      כמו"כ, אם בנוסף ל- 
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 מתקיימים התנאים הבאים:

1. האות 
[image: image750.wmf](
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 בעל מספר סופי של נקודות מינימום ומקסימום בכל קטע זמן סופי

2. האות 
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 בעל מספר סופי של נקודות אי רציפות בכל קטע זמן סופי.
        אזי: 
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 הם הגבולות החד-צדדיים של 
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. כלומר: ההתמרה ההפוכה שווה לאות המקורי בכל נקודת רציפות, ושווה לממוצע הגבולות בכל נקודת אי-רציפות.
תכונות התמרת פורייה:

1. ליניאריות: (מעצם הגדרתה כאינטגרל): 
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2. סימטריות:
א. אם 
[image: image756.wmf](

)

t

x

 ממשי 
[image: image757.wmf](

)

(

)

[

]

t

x

t

x

=

, אזי: 
[image: image758.wmf](

)

w

X

 היא זוגית במובן המרוכב, כלומר: 
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ב. אם 
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 זוגי [במובן המרוכב, כלומר: 
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ג. אם 
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     הוכחה:

א. נתון: 
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ההוכחה לשאר הסעיפים דומה.

בכיוון ההפוך - אם נרצה שהתמרת פורייה ההפוכה תהיה ממשית, אזי צריך ש- 
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 תהיה זוגית במובן המרוכב.
בעזרת תכונות אלו ניתן יהיה לבנות אות אופטימלי בקטע של תדר כלשהו. תחילה נעשה לאות התמרת פורייה, נבנה את האות האופטימלי בתחום התדר, ואז נעשה התמרה הפוכה כדי לקבל את האות האופטימלי.
3. הזזה בזמן: הזזה של האות בזמן אינה משנה את התמרת פורייה שלו:  
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4. הזזה בתדר: הכפלת האות באקספוננט מרוכב עם תדר 
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 גורמת להזזת ההתמרה שלו בתדר 
[image: image778.wmf]0

w

, כלומר:


[image: image779.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

0

0

0

w

w

w

w

w

w

w

-

C

=

×

=

×

×

«

ò

ò

¥

¥

-

-

-

¥

¥

-

-

Á

t

j

t

j

t

j

t

j

e

t

x

dt

e

e

t

x

e

t

x


לפי"ז - תדר שלילי הוא ביחס לתדר שבחרנו.
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אות ממשי הוא אות שהאמפליטודה שלו היא 1+/1- ע"פ מחזור T. ברגע שמכפילים את האות ב-sin ואות אחר ב-cos ועושים קומבינציה שלהם - האות נחשב לאות מרוכב, כלומר: האפנון שלו הוא מרוכב.

5. גזירה במישור הזמן: 
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קיבלנו שגזירת האות במישור הזמן מקבילה לגזירת ההתמרה במישור התדר.

באופן כללי: 
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6. קונבולוציה במישור הזמן: 
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קיבלנו מסקנה חשובה: קונבולוציה במישור הזמן היא מכפלה במישור התדר! לכן, כשנרצה לעשות חיבור בטור של מערכות נשתמש בקונבולוציה, וכשנרצה לחשב את תגובת התדר למערכת נכפיל את תגובת התדר של שתי המערכות:
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הוכחה:
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נעשה התמרת פורייה לתוצאה ונקבל:
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7. כפל במישור הזמן: 
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8. שינוי סקלת זמן (או תדר): 
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משפט הדואליות: תחת תנאי טכניים מתאימים, אם 
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כלומר: 
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לפיכך, אם 
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 הוא האות:                       נקבל את 
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הוכחה: נתון: 
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. לפיכך, ע"פ ההגדרה:
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באופן כללי יותר: 
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, כלומר: לאחר 4 התמרות נחזור לאות המקורי במכפלת קבוע.

משפט פלנשארל (Plansharel): לכל שני אותות 
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תזכורת: מרחב 
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L

 מקיים מכפלה פנימית אבל לאו דווקא התכנסות האינטגרל.

מסקנה: נניח כי 
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 אזי ע"פ הגדרת התמרת פורייה ניתן לחשב את 
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בהינתן אות 
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 אזי בהכרח:
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כיון שפונקציות השייכות ל-
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 הן בעלות אנרגיה סופית, אזי ניתן לחשב ע"פ שוויון פלנשארל את האנרגיה של האות בתחום הזמן או התדר: 
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 - זהו שוויון פרסבל.
משמעות השוויון: האנרגיה של האות אינה משתנה כאשר עוברים מתחום הזמן לתחום התדר!

מכיון שאין לנו נוסחה לחישוב התמרת פורייה של אותות השייכים ל-
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 השוויון הוא כלי לבדיקה האם קיימת התמרה כזאת. בהמשך נפתח נוסחה לחישוב התמרת פורייה עבור אותות השייכים ל-
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הוכחה: נניח שהאותות 
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התמרת פורייה לפונקציות מוכללות
נניח ש-
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ביצענו התמרת פורייה של 
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 ועברנו מציר התדר לציר הזמן-
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.כעת באגף שמאל יש לנו את הפונקציה המקורית 
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 ובצד ימין את ההתמרה שלה 
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 המוגדרת ע"י פעולתה על פונקציית בוחן.
הגדרה: התמרת פורייה של פונקציה מוכללת 
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 המוגדרת ע"י פעולתה על פונקציות בוחן:                         
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הערה: צד ימין של ההגדרה מוגדר היטב ע"י הגדרת פונקציות מוכללות משום שהוא מתאר את פעולה של הפונקציה המוכללת 
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 על פונקציית הבוחן 
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. צד שמאל מתאר את פעולתה של ההתמרה 
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 על פונקציית הבוחן 
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 היא פונקציה מוכללת כיון שהיא מקיימת רציפות וליניאריות. כיון שהגדרנו התמרת פורייה דרך הגדרות ההתמרה האינטגרלית כל תכונות התמרת פורייה נשמרות, לכן יש קשר חד-ערכי בין הפונקציה המוכללת ובין ההתמרה שלה (כפי שהגדרנו אותו בתנאי דיריכלה).

דוגמאות:
1. נחשב את התמרת פורייה של פונקציית הלם 
[image: image831.wmf](

)

t

d

:

[image: image832.wmf][

]

(

)

(

)

(

)

(

)

ò

ò

ò

¥

¥

-

¥

¥

-

-

¥

¥

-

ú

û

ù

ê

ë

é

=

×

Á

w

w

f

d

w

w

f

w

d

w

d

dt

e

t

d

t

j


ציר התדר הופך לציר הזמן וציר הזמן הופך לציר התדר, לכן מבצעים התמרה רגילה ומקבלים:
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2. נחשב התמרת פורייה של האות 
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)

1

=

t

x

. כיון שאות אינו שייך ל-
[image: image835.wmf]1

L

 נשתמש בהגדרה הנ"ל:
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דוגמאות: ראינו בשבוע שעבר:
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הכפלנו שוב באינדיקטור 
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קונבולוציה של פונקציה עם 
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ראינו כי התמרת פורייה ההפוכה של 
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 אין אנרגיה בתדר זה.
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משפיעים אצלנו.
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ראינו שבמישור התדר התגובה היא:                                        
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המחשה: 
בעצם אפשר להסתכל על המוצא גם כהתמרה הפוכה: 
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חיבור מערכות
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בעבר ראינו שכדי לחבר מערכות, יש לבצע קונבולוציה בין הגרעין של שתי המערכות. כעת, בעזרת התמרת פורייה ניתן לחבר בין המערכות באופן פשוט יותר:
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במישור התדר, כדי לקבל את התגובה של המערכת כולה - יש להכפיל את תגובות התדר של שתי המערכות.
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במישור התדר, כדי לקבל את תגובת התדר של המערכת יש
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לחבר את תגובות התדר של שתי המערכות:
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חיבור משוב:
במישור הזמן: 
[image: image934.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

t

h

y

t

x

t

e

2

*

-

=

   
[image: image935.wmf]Ü

  
[image: image936.wmf](

)

(

)

(

)

1

2

1

h

h

y

x

t

h

e

y

*

*

-

=

*

=


[image: image1903.wmf]B

-

ראינו שזאת נוסחה סתומה שלא ברור כיצד לחלץ ממנה את y ולתארו 
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כתלות ב-x.
ננתח את המערכת במישור התדר:
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אנו רואים שבמישור התדר ניתן לתאר את המוצא ככניסה כפול תגובת התדר של המערכת כולה. לפיכך:
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מסננים:

מסנן LPF (מעביר תדרים נמוכים):

זוהי מערכת שתגובת התדר שלה היא:

בדר"כ המערכת מאופיינת ע"י תדר הקטעון של המערכת, כלומר: 

התדר שבו המערכת קוטעת את האות.
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מסנן HPF (מעביר תדרים גבוהים):

זוהי מערכת שתגובת התדר שלה היא:

המערכת מעבירה את התדרים הגבוהים של האות.
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מסנן BPF (מעביר רוחב פס):
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זוהי מערכת שתגובת התדר שלה היא:

המערכת מעבירה רוחב פס מסויים. היא מורכבת מחיבור טורי של

מסנן LPF ושל מסנן BPF כאשר אין משמעות לסדר החיבור.

המערכת ליניארית משום שהקונבולוציה: 
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דוגמא: הפחתת רעשים בעזרת זוג מסננים:

נתונה המערכת: 
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המערכת מתארת מצב מעשי של אות שנכנס למקלט אך יוצא עם רעש.
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 הוא הרעש המסתכם במוצא: 

נניח שהרעש חזק עבור תדרים גבוהים וחלש עבור תדרים נמוכים. ניצור מערכת חדשה שתסנן את הרעש. נוסיף מסנן מקדים למערכת המתואר ע"י 
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כדי שהמסננים לא ישפיעו על המערכת נבנה אותם כך ש: 
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שתי המסננים יחד אמנם אינם משפיעים על המערכת, אך המסנן 
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 יגביר את התדרים ובזמן ההשמעה המסנן 
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 ינחית את התדרים הגבוהים בהם הרעש גדול.

התגובה להלם של מסנן LPF אידיאלי:
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נתונה המערכת:
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נניח של-
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פרק 6 - התמרת לפלס
התמרת לפלס דו-צדדית:
אנחנו יודעים שהמוצא של מערכת עם תגובה להלם 
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עברנו מציר הזמן לתחום 
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 - המישור הקומפלקסי.

ההתמרה הנתונה כאן היא דו-צדדית משום שהיא מ-
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[image: image966.wmf](

)

t

x

 מוגדרת עבור ערכים של המשתנה המרוכב 
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 המקיימים: 
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בהתמרת פורייה הדרישה הייתה ש-
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. במקרה של התמרת לפלס אנחנו רוצים לטפל במשפחה רחבה יותר של אותות. לכן התמרת לפלס מוגדרת רק ל-s שהם תת קבוצה במישור המרוכב המקיימים את האינטגרל לעיל. בדר"כ התמרת לפלס לא תהיה מוגדרת לכל התחום המרוכב s.

לפי"ז התמרת לפלס היא: 
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תחום ההגדרה/תחום ההתכנסות (Regin Of Convergance): אוסף הערכים של s עבורים ההתמרה מוגדרת.
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לדוג': התמרת לפלס של האות 
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 אינה מוגדרת כי אין אף s שגורם לאינטגרל הנ"ל להתכנס.

דוגמא נוספת: האות הימני: 
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 זהו אקספוננט עולה שאינו שייך ל-
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התנאי להתכנסות האינטגרל הוא: 
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הרצאה 9    15.12.2009

פרק 6 - התמרת לפלס
בפרק הקודם הגדרנו את התמרת פורייה המעבירה אותות מתחום הזמן לתחום התדר. ראינו שההתמרה האינטגרלית מוגדרת רק עבור אותות השייכים ל-
[image: image979.wmf]1
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(כלומר - אותות דועכים) ואילו עבור אותות שהאינטגרל עליהם לא חסום ההתמרה אינה מוגדרת ועלינו להשתמש בהגדרת פונקציות מוכללות.

התמרת לפלס היא כלי חשוב המאפשר להעביר משפחה רחבה יותר של אותות (לאו דווקא דועכים) לתחום התדר.

התמרת לפלס דו-צדדית:
הגדרה: התמרת לפלס דו צדדית מעבירה אות 
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הסימון הוא: 
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התמרת לפלס מוגדרת רק עבור הערכים של s המקיימים: 
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דוגמאות:

1. לאות 
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 אין התמרת לפלס מוגדרת. נוכיח זאת בהמשך.
2. נחשב התמרת לפלס של האות הימני: 
[image: image985.wmf](

)

(

)

t

u

e

t

x

at

=

 , 
[image: image986.wmf]R

a

Î

>

0


                  
[image: image987.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

[

]

a

s

a

s

e

a

s

dt

e

dt

t

u

e

e

s

X

a

s

t

a

s

t

st

at

-

=

=

-

-

=

-

-

=

=

=

¥

-

-

¥

-

-

¥

¥

-

-

ò

ò

1

1

0

1

1

0

0


[image: image1972.wmf]a

<

l

תחום ההגדרה של s הוא:                                                  
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3. נחשב התמרת לפלס של האות השמאלי: 
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תחום ההגדרה של s הוא:                                                  
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קיבלנו התמרת לפלס דו-צדדית זהה לשני האותות והאינדיקציה היחידה להבדל בין האותות הוא תחום ההתכנסות, לפיכך תחום ההתכנסות הוא חלק בלתי נפרד מההתמרה.
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נשים לב: האות בדוגמא 2 הוא אות שאינו דועך ולכן תחום ההגדרה של s אינו כולל את הציר המדומה לעומת זאת, האות בדוגמא 3 דועך ולכן הוא כולל את הציר המדומה. זהו תנאי הכרחי ליציבות האות.
4. נסתכל על קומבינציה של שתי האותות, כלומר: 
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ההתמרה היא פעולה ליניארית ולכן: 
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תחום ההגדרה של s הוא: 
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כלומר: החיתוך בין שני התחומים. לכן אם 
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 נקבל רצועה:
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 אזי התמרת לפלס אינה מוגדרת משום שהחיתוך יהיה קבוצה ריקה שאינה כוללת אף s.

כעת, נחזור לדוגמא הראשונה - האות הימני: 
[image: image1001.wmf](

)

(

)

t

u

e

t

x

at

=

 וחישבנו: 
[image: image1002.wmf](

)

a

s

s

X

-

=

1

,
[image: image1003.wmf]{

}

{

}

a

s

s

ROC

x

>

=

Re

:


אם 
[image: image1004.wmf]0

®

a

 אזי האות שואף ל-
[image: image1005.wmf](

)

t

u

 ולכן התמרת לפלס של 
[image: image1006.wmf](

)

t

u

: 
[image: image1007.wmf](

)

{

}

{

}

0

Re

:

1

£

>

=

¾

®

¬

s

s

ROC

s

t

u

x


הערה: לגבי התמרת פורייה ראינו: 
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 - רואים שהתמרת פורייה מתלכדת עם התמרת לפלס כאשר 
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נוכיח שהתמרת לפלס של אות קבוע 
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 אינה מוגדרת:

ניתן להביע את האות כצירוף של פונקציות מדרגה: 
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פורמלית התמרת לפלס של האות נתונה ע"י: 
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, אולם תחום ההתכנסות הוא החיתוך בין 
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הגדרה: 
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 נקראת פונקציה רציונלית - אם היא מנה של שתי פולינומים מצומצמים (ללא גורם משותף). הערכים בהם מתאפס המונה נקראים "אפסים" של 
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משפט: לתחום ההתכנסות של s יש את התכונות הבאות:

1. קשירות: גבול תחום ההתכנסות הוא קוים מקבילים לציר 
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 הוא פונקציה רציונלית, אזי:
1. ה-ROC אינו כולל קטבים של 
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2. לאותות ימניים ה-ROC הוא מהקוטב הימני ביותר וימינה.
3. לאותות שמאליים ה-ROC הוא מהקוטב השמאלי ביותר ושמאלה.
4. לאותות דו-צדדיים ה-ROC הוא חיתוך של שני חצאי מישור ולכן הוא רצועה במישור המרוכב.
3. אם 
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הוא בעל תמך סופי (כלומר: הוא שונה מ-0 באינטרוול מסויים) אזי תחום ההגדרה של s הוא כל s 

או אף s.

4. לפונקציות ימניות תחום ההגדרה הוא חצי המישור הימני ולפונקציות שמאליות תחום ההגדרה הוא חצי

      המישור השמאלי
הוכחה:
   א.   נובע מההגדרה, שהרי התנאי היחיד להתכנסות הוא על 
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         לפיכך:                                                             
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  ב.

      1.   מתכונת הקשירות נובע כי בתחום ההתכנסות אינו כולל קטבים, שהרי בסביבת הקוטב הפונקציה 
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            אינה חסומה וממילא היא אינה יכולה להיות בתחום ההתכנסות.

2. נתון אות ימני השונה מ-0 כאשר 
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3. באופן דומה נוכיח כי עבור אות שמאלי תחום ההגדרה של s הוא חצי המישור השמאלי

4. באופן דומה נוכיח כי תחום ההגדרה של אות דו-צדדי הוא החיתוך בין שני המישורים (אם קיים חיתוך) ומתכונת הקשירות נסיק כי הוא רצועה שאינה מכילה קטבים.
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תחום ההתכנסות הוא כל s משום שהאות 
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תחום ההתכנסות הוא תחום ההתכנסות של 
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ד. ראינו שהתמרת לפלס של האות 
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תחום ההתכנסות הוא: 
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ה.  נחשב התמרת לפלס של האות: 
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קיבלנו שההתמרה היא הנגזרת של ההתמרה של 
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ובאופן כללי: 
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התמרת לפלס ההפוכה:
ראינו שהתמרת לפלס של האות 
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קיבלנו את התמרת פורייה של האות 
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אבל ראינו ש: 
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קיבלנו נוסחה להתמרת לפלס ההפוכה של 
[image: image1118.wmf](

)

s

X

 כאשר עלינו לבחור 
[image: image1119.wmf]s

 כך שתהיה בתחום ההתכנסות של התמרת לפלס של 
[image: image1120.wmf](

)

t

x

. על מנת להשתמש בנוסחה זו יש לוודא שניתן להפעיל את נוסחת התמרת פורייה ההפוכה של 
[image: image1121.wmf](

)

w

s

j

X

+

.
הרצאה 10   22.12.2009
חזרה - התמרת לפלס
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ניתן להניח (ללא הגבלת הכלליות) ש-
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את השבר שנותר נפרק לגורמים מהצורה: 
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הערה: יש לבדוק שהקטבים יהיו בצד השמאלי כדי שתהיה יציבות. בשאר האיברים - ישנה בעיה עם ההתמרה ההפוכה כי אז נקבל שההתמרה ההפוכה (התגובה להלם 
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התמרת לפלס ככלי לניתוח מערכות:
נניח כי 
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 הם ערכי הכניסה והמוצא של מערכת המתוארת ע"י המד"ר: 
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נבצע התמרת לפלס לשני צידי המשוואה:
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הביטוי 
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 נקרא פונקציית התמסורת של המערכת. הוא מתאר את הקשר בין הכניסה למוצא במישור לפלס. אם נציב 
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מצד שני: ראינו שאפשר להציג מערכת המתוארת ע"י המד"ר הנ"ל כמערכת קונבולוציה:
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אם נכניס למערכת את האות האקספוננציאלי: 
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הגענו להגדרה האינטגרלית של התמרת לפלס דו-צדדית של התגובה להלם.

שתי ההגדרות מתלכדות זו עם זו. ואז נוכל להשתמש בהגדרת ההתמרה כמנה של שני פולינומים כדי לבצע התמרה הפוכה ולהגיע לתגובה להלם 
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משפט: מערכת המתוארת ע"י מד"ר יציבה במובן BIBO אם ורק אם:
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, כלומר: הסדר של הנגזרת הגדולה ביותר של הכניסה 
[image: image1157.wmf](

)

t

x

 קטן או שווה מהסדר של הנגזרת הגדולה ביותר של המוצא 
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2. כל קטבי פונקציית התמסורת 
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הערה חשובה: אם יש צמצום בין המונה למכנה אזי הערך שמאפס את המכנה אינו קוטב של המערכת.

שימושי התמרת לפלס בחיבור מערכות
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חיבור מקבילי:
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חיבור משוב:
נניח שקיבלנו מערכת טורית, שיש בה קוטב שגורם למערכת 
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[image: image1163.wmf]1

H

 שמאפס את הקוטב. אז המערכת הכוללת תהיה יציבה
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נרצה לקבל קשר בין 
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אנו רואים שבעזרת התמרת לפלס החישוב של 
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 הופך להיות חישוב אלגברי.

ניקח מקרה פרטי: (משוב שלילי): הפונקציה 
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 - כלומר: אנו מחסרים את המוצא מהכניסה. כעת, נניח שהמערכת 
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 מורכבת ממנה של שני פולינומים (כלומר: זו מד"ר), ונניח שהיא לא יציבה כי 
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המערכת נעשתה יציבה כי הדרגה של המונה היא הדרגה של 
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התמרת לפלס חד-צדדית
הגדרה: 
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המוטיבציה להשתמש בהתמרת לפלס חד צדדית היא שהיא מביאה בחשבון מעצם הגדרתה את מה שקורה ב-
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, כלומר: היא משקפת את תנאי ההתחלה. זה נותן לנו כלי שמביא בחשבון בפתירת מד"ר את תנאי ההתחלה.

ההתמרה מוגדרת עבור ערכי s המקיימים את התנאי: 
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התמרת לפלס חד-צדדית היא בעצם התמרת לפלס דו-צדדית שעובדת על אותות ימניים. לפיכך תחום ההתכנסות יהיה חצי המישור הימני התחום ע"י הקוטב השמאלי ביותר. כל תכונות התמרת לפלס דו-צדדית תקפות גם בהתמרה החד-צדדית. נעבור על מס' תכונות המיוחדות להתמרה החד-צדדית:

משפט הנגזרת: אם 
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הוכחה:
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הערה: בהתמרת לפלס דו-צדדית לא קיים גורם תיקון כי האינטגרל מוגדר מ-
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ניתן להפעיל את ההתמרה על הנגזרת השניה - נעשה אינטגרציה בחלקים 2 פעמים, ובאופן כללי נקבל:
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נדרוש תנאי על כל הנגזרות עד סדר n-1:   
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משפט: עבור אות ימני ללא נקודות סינגולריות ב-0 וב-
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 אם הגבולות הבאים קיימים אזי:

הערך ההתחלתי: 
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)

(

)

[

]

s

sX

x

s

+

®¥

+

=

lim

0

          הערך הסופי: 
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דוגמא:
נסתכל על האות הימני 
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התמרת לפלס החד-צדדית מתלכדת עם הדו-צדדית. נפעיל את משפט הערך ההתחלתי והסופי ונקבל:
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הוכחה לגבי הערך ההתחלתי:
נסתכל על הפונקציה 
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[image: image1199.wmf](
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 היא פונקציית ההסתברות של התפלגות מעריכית. הפונקציה חיה רק מימין ל-0. כאשר 
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העברנו את האינטגרל ל-
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הוכחה לגבי הערך הסופי: ראינו לעיל: 
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מאידך: 
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אם נשווה בין הגדרת התמרת לפלס של הנגזרת שתקף לכל s השייך ל-ROC ובין הנ"ל שתקף ל-
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פתרון מד"ר באמצעות התמרת לפלס חד-צדדית
נתונה המד"ר 
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 עם תנאי התחלה: 
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נבצע התמרה חד-צדדית לצד שמאל של המד"ר:
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הסבר: הראינו לעיל שהתמרת לפלס של נגזרת מסדר n היא:
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לכן כל פעם מתמירים את הנגזרת מסדר k ע"פ הנוסחא הנ"ל.

באותו אופן נקבל את התמרת לפלס של צד ימין:
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ע"י השוואת שתי ההתמרות של שני האגפים נקבל:
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פרק 10 - משוואות הפרש ומערכות בזמן בדיד
נתונה המד"ר 
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המקבילה בזמן בדיד נקראת "משוואת הפרש". נדבר תמיד על משוואת הפרש ליניארית (עם מקדמים קבועים). הצורה הכללית היא:
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הוכחה: ע"י פתיחת הסכום הנ"ל נקבל ש-
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משפט הליניאריות:
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פרק 10 - משוואות הפרש ומערכות בזמן בדיד
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משפט היחידות: בהינתן תנאי התחלה: 
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דרכים לפתרון משוואת הפרש:
1. פתרון הומוגני. נסמן
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    בהסתמך על תכונת הליניאריות נקבל 
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דוגמא: נתונה משוואת הפרש הומוגנית: 
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הפולינום האופייני: 
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הערה: אילו 
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 אזי הפתרון היה: 
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בזמן רציף היינו מקבלים:                                                
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ראינו לגבי זמן רציף, שלא נוח להגדיר כל פעם תנאי התחלה ולכן הגדרנו מערכת במנוחה התחלתית וראינו שהיא ליניארית וקבועה בזמן (LTI). אותו עקרון קיים גם במערכת בזמן בדיד. ההוכחות לכל הנ"ל מקבילות להוכחות שראינו בזמן רציף.

נרצה לחשב את התגובה לכניסת הלם 
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נשים לב שזאת לא פונקציה מוכללת. (בזמן בדיד אין מושג של פונקציות מוכללות)

נחשב את התגובה להלם של המערכת המיוצגת ע"י משוואת ההפרש: 
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עם תנאי התחלה: 
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נשים לב כי עבור 
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והמשוואה הופכת להיות הומוגנית. לכן הפתרון עבור 
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כאשר את המקדמים 
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ולכן התגובה להלם של המערכת היא:
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לסיכום - שלבי מציאת התגובה להלם:

שלב 1: מחשבים את 
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שלב 2: מחשבים לפי הצורך את 
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 בפתרון ההומוגני ופותרים את מערכת המשוואות לקבלת 
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חישוב תגובה להלם של מערכת המתוארת ע"י משוואת הפרש:
כעת נרצה לפתור את המשוואה הכללית 
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[image: image1317.wmf][

]

[

]

n

n

x

d

=

.

דרך א:
שלב א: נסתכל על המערכת הבאה: 
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 - החישוב הוא כמו בדוגמא לעיל. נגדיר את המוצא 
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 כתגובה לכניסת הלם בזמן 0.
שלב ב: בהסתמך על הליניאריות ועל הקביעות בזמן נקבל: 
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          הסבר: עבור הכניסה 
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לכן, בדוגמא לעיל חישבנו שהתגובה להלם היא: 
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לכן התגובה להלם של המערכת                                  
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היא:                                                                                                        
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דרך ב': איזון הלמים:
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 נחשב את התגובה להלם 
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 מתוך המשוואה:

נראה כיצד נראית הכניסה באגף ימין: 

רואים שעבור 
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לסיכום:

שלב א: חישוב הפתרון ההומוגני שתקף עבור 
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שלב ב: חישוב הערכים של המוצא: 
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 בעזרת תנאי ההתחלה.

שתי הדרכים מתלכדות ונותנות את אותו הפתרון (עקב משפט היחידות).

הדרך השלישית היא התמרת z ועליה נרחיב את הדיבור:

פרק 12 - התמרת z
הקדמה: אות אקספוננציאלי בדיד הוא אות מהסוג: 
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ראינו שבזמן רציף תגובת המערכת לאות האקספוננציאלי: 
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 וראינו שהיא מוגדרת גם כהתמרת לפלס של התגובה להלם.

נראה כיצד מגיבה המערכת לאות האקספוננציאלי הבדיד 
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באגף שמאל נקבל:                                                         
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באגף ימין נקבל:                                                                                          
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ולכן אם נבודד את 
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 מוגדרת כפונקציית התמסורת של מערכת LTI בזמן בדיד.

כדי לקבל את תגובת התדר נכניס למערכת את הכניסה 
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מערכת קונבולוציה בזמן בדיד
בזמן רציף ראינו את הגדרת מערכת הקונבולוציה: 
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בזמן בדיד נקבל את ההגדרה: 
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תכונות מערכת קונבולוציה בזמן בדיד זהות לזמן רציף. כעת נגיע להתמרת z מתוך מערכת קונבולוציה.
אם נציב: 
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 כלומר: נכניס למערכת הקונבולוציה כניסת הלם, נקבל: 
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 קיבלנו שהגרעין של מערכת הקונבולוציה הוא תגובת ההלם המוזזת של המערכת.

כעת נכניס למערכת הקונבולוציה אות אקספוננציאלי ונשווה לניחוש לעיל: 
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ע"פ הגדרת הקונבולוציה נקבל:  
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[image: image1360.wmf](
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ע"פ משפט היחידות נקבל את ההגדרה של התמרת z דו-צדדית של כניסת הלם: 
[image: image1361.wmf](

)

[

]

å

¥

-¥

=

-

=

k

k

k

h

z

z

H


התמרה זו נכונה לכל כניסה 
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נורמה בזמן בדיד:
הגדרה: עבור פונקציות ממשיות או מרוכבות, ועבור כל 
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מרחב הנורמה 
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: אוסף הפונקציות עבורם הנורמה 
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 סופית (מתכנסת)

מכפלה פנימית בזמן בדיד:
הגדרה: עבור פונקציות השייכות למרחב 
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l

 (כלומר: בעלות אנרגיה סופית) המכפלה הפנימית מוגדרת ע"י:
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בזמן רציף ראינו שהגדרת מכפלה פנימית היא: 
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הוכחנו לגבי זמן רציף שבמרחב 
[image: image1373.wmf]2
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 הגדרת הנורמה מתקבלת כתוצאה מהגדרת מכפלה פנימית. דבר זה נכון גם לגבי זמן בדיד (וההוכחה דומה) ומתקיים: 
[image: image1374.wmf]x

x

x

x

x

,

,

2

1

2

=

=


הערה חשובה: רק במרחב 
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 הגדרת הנורמה מתמזגת עם הגדרת מכפלה פנימית (ואז ניתן להגדיר נורמה באמצעות מכפלה פנימית) אבל במרחבי נורמה אחרים זה לא מתקיים!

התמרת z דו-צדדית
הגדרה: התמרת z דו-צדדית של האות 
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ההתמרה מוגדרת רק עבור ערכים של המשתנה המרוכב z המקיימים: 
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ניתן להתייחס להתמרת z כתת משפחה של התמרת לפלס של אות רציף שהרי ניתן לייצג כל אות בדיד 
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 - זאת מכפלה ברכבת הלמים 
ולכן ע"פ הגדרת התמרת לפלס של אות רציף נקבל:             
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קיבלנו קשר בין התמרת לפלס של אות רציף המייצג אות בדיד ובין התמרת z של האות הבדיד.

כאשר חישבנו התמרת לפלס של האות הרציף ראינו שהיא באה יחד עם 
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, בהתמרת z נקבל בדומה את ה-z עבורם הסכום לעיל סופי.

דוגמא: נחשב התמרת z של האות הימני 
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 כאשר פונקציית מדרגה בזמן בדיד מוגדרת ע"י:
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הערה: נשים לב שהפונקציה מוגדרת ב-
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נקבל תחום הגדרה מהצורה:

רואים שעבור אות ימני בזמן בדיד נקבל את התחום מחוץ למעגל.

נראה בהמשך שעבור אותות בדידים תחום ההגדרה מוגדר ע"י מעגלים סביב ל-0

הרצאה 12    5.1.2010
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פרק 12 - התמרת z
הגדרנו את התמרת z על אותות בדידים: 
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תחת תנאי ההתכנסות: 
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 - תחום זה מכונה 
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בשבוע שעבר הראינו שהתמרת z של האות הימני 
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כלומר תחום ההגדרה הוא: 
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כעת נחשב התמרת z של האות השמאלי: 
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אנו רואים ששני ההתמרות זהות על אף שהאותות שונים, אלא

שהם נבדלים בתחום ההתכנסות.
לסיכום: באות ימני נקבל ROC מחוץ למעגל

           באות שמאלי נקבל ROC בתוך מעגל

כדי לנתח את תחום ההתכנסות באופן כללי נייצג את המשתנה המרוכב 
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 בצורה פולארית: 
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ואז ניתן לרשות את תנאי ההתכנסות באופן הבא:
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רואים שתחום ההתכנסות מוגדר ע"י הערך המוחלט של המשתנה z כלומר: ע"י מעגלים במישור המרוכב.

תכונות התמרת z:

1. תחום ההתכנסות מוגדר באמצעות מעגלים במישור המרוכב
2. עבור אות ימני תחום ההתכנסות הוא מחוץ למעגל במישור המרוכב

3. עבור אות שמאלי תחום ההתכנסות הוא בתוך מעגל במישור המרוכב, פרט אולי לנקודה 
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=

z


4. עבור סדרה דו-צדדית תחום ההתכנסות הוא טבעת במישור המרוכב

5. עבור אות בדיד בעל תמך סופי תחום ההתכנסות הוא כל ערך של z, ואם 
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    תחום ההתכנסות אינו כולל את הנקודה 
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6. תחום ההתכנסות אינו כולל קטבים של ההתמרה

הסבר לסעיפים 3,5:
כאשר נתון אות שמאלי תחום ההגדרה שלו הוא פנים של מעגל (ע"פ תכונה 3). אלא שצריך לבדוק האם התחום כולל את הנקודה 
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, כיון שתנאי ההתכנסות מוגדר ע"י: 
[image: image1404.wmf][

]

¥

<

å

¥

-¥

=

-

k

k

z

k

x

 אנו צריכים לודא שאין ערכים שונים מ-0 של 
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 אינו מוגדר עבור 
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הוכחת סעיף 2:
אות ימני מקיים 
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 (בהמשך נטפל במקרה השני).
נניח שהנקודות הנמצאות ברדיוס 
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 נמצאות בתחום ההתכנסות. נוכיח שכל הנקודות הנמצאות ברדיוס 
[image: image1414.wmf]0

r

r

>

 הם בתחום ההתכנסות:

ע"פ הנתון 
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 הוא בתחום ההתכנסות ולכן: 
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הסבר: כיון ש-
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[image: image1421.wmf]0

r

r

>

 הוא בתחום ההתכנסות.
כעת נוכיח עבור 
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ע"פ הנתון 
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 הוא בתחום ההתכנסות ולכן: 
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. לפיכך:

[image: image1425.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

¥

<

+

<

+

=

å

å

å

å

å

¥

=

-

¥

<

=

-

¥

=

-

¥

<

=

-

¥

-¥

=

-

4

8

4

7

6

4

8

4

7

6

2

0

0

1

0

0

0

K

k

N

N

k

k

K

k

N

N

k

k

k

k

r

k

x

r

k

x

r

k

x

r

k

x

r

k

x


הסבר: תחילה מתקיים  
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 עבור 
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. כמו"כ הביטוי 
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 כי 
          מדובר כאן על סכום סופי. לפיכך סכום הביטויים קטן מאינסוף וקיימנו את תנאי ההתכנסות.

התמרת z חד-צדדית
בהתמרת z חד-צדדית אין מקום לאות שמאלי אלא רק לאות ימני. מראש מסתכלים על כל סדרה כאות ימני.
ההתמרה מוגדרת ע"י: 
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 כאשר תנאי ההתכנסות הוא: 
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תכונות התמרת z:

1. ליניאריות: אם 
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ותחום ההתכנסות הוא לפחות החיתוך בין שני התחומים: 
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2. התמרה של קונבולוציה היא מכפלת ההתמרות: 
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    ותחום ההתכנסות הוא לפחות החיתוך בין שני התחומים: 
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x

ROC

ROC

ROC

Ç

=


3. ההתמרה (הדו-צדדית) של דלתא מוזזת 
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    הוכחה: 
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    ההתמרה (הדו-צדדית) של אות SSIN (אות מוזז) 
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    הוכחה: ניתן לייצג אות מוזז ע"י קונבולוציה עם דלתא מוזזת, ולכן:
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    ההתמרה החד-צדדית של 
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    הוכחה:                                                                    
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    הסבר: כיון שההתמרה היא חד-צדדית הסכום מתחיל מ-
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 חיובי. אחרת הכל מתאפס.

     ההתמרה החד-צדדית של אות SSIN (אות מוזז) 
[image: image1449.wmf][
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     א. אם האות ימני וההזזה היא ימינה כלומר: 
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 אזי ההתמרה היא: 
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         הוכחה:
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          השיוויון הלפני אחרון מתקיים כיון שהאות ימני וההזזה היא ימינה אזי הוא מתאפס עבור 
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      ב. אם האות הוא אות כללי מוזז 
[image: image1454.wmf][
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 אזי נחלק לשני מקרים:
          1. אם ההזזה היא ימינה, כלומר: 
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              הוכחה:
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               אם נחליף אינדקס בסכום השני ל-
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 אזי הסכום השני יתחיל מ-0 ונקבל התמרה חד-צדדית.

               אם נחליף אינדקס בסכום הראשון ל-
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 אזי הסכום הראשון יתחיל מ-1 עד m. כלומר:

[image: image1460.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

(

)

å

å

å

å

¥

=

-

-

+

-

=

-

+

-

¥

=

-

=

-

-

+

=

=

-

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

-

=

1

1

0

1

k

k

m

m

m

k

k

m

m

l

l

m

p

p

m

z

k

x

z

X

z

z

k

x

z

z

X

z

z

l

x

z

p

x

z


           2. אם ההזזה היא שמאלה כלומר: 
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 אזי ניתן לייצג את ההזזה ע"י 
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 כאשר 
[image: image1463.wmf]0

>

m

 ואז

               מתקיים: 
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המשמעות של הסכום שנוסף או מוחסר היא גורם תיקון. כיון שיש בעיה עם נקודת ההזזה צריך גורם שיקשר בין ההתמרה המקורית של האות לבין ההתמרה של האות המוזז - כך אנו לא מתעלמים מהנקודות שנמצאות שמאלה לציר המוזז (באות המקורי הנקודות היו מימין לציר)

לדוג': כאשר נרצה לחשב את ההתמרה החד-צדדית של 
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נשים לב שכאן ההתמרה מביאה בחשבון את ערכי x בנקודות שלפני נקודת הזמן שאנו מתחילים לחשב את הפתרון, ולכן ההתמרה מביאה בחשבון את תנאי ההתחלה.

4. ההתמרה הדו-צדדית של שיקוף של אות סביב 
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     המשמעות היא האות המקורי מוכפל ב-
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    אם תחום ההגדרה של האות המקורי 
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ראינו שבהתמרת לפלס כאשר הכפלנו אות רציף באות אקספוננציאלי 
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נבדוק כיצד הכפלת אות בדיד באות אקספוננציאלי משפיעה על התמרת z שלו:

משפט: 
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הוכחה:                                                
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נניח ש-
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 - כלומר: תחום ההתכנסות אכן קטן, שהרי רדיוס המעגל שהתחום הוא מחוצה לו גדל מ-
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הכפלה באות אקספוננציאלי מקטינה את תחום ההתכנסות (גם באות רציף וגם באות בדיד).

בזמן רציף ראינו שכאשר הכפלנו את האות ב-t קיבלנו בהתמרה את הנגזרת של האות. כלומר:
[image: image1496.wmf](

)

{

}

(

)

s

X

ds

d

t

tx

=

£


בזמן בדיד מתקיים: 
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דוגמא: ניקח סדרה ונחפש את התמרת z שלה: 
[image: image1499.wmf][

]

?

¾

®

¬

Z

n

n

u

na


פתרון: נסתכל על הסדרה שאנו מכירים: 
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נשתמש בהוכחה שראינו לעיל ונקבל: 
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משפט הערך ההתחלתי: 
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משפט הערך הסופי: אם הגבול משמאל קיים אזי: 
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לפני יישום המשפט חייבים לבדוק את הגבול משמאל, משמעות הגבול משמאל זה שהמעגל 
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 נמצא בתחום ההתכנסות. אם הגבול משמאל קיים אזי ניתן להתקרב מאינסוף לכיוון 
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הרצאה 13    12.1.2010
משפט הערך ההתחלתי והערך הסופי:
אם הגבול קיים אזי: 
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הוכחה אינטואטיבית של משפט הערך ההתחלתי:
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כאשר 
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כעת מתקיים: 
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הוכחה אינטואטיבית של משפט הערך הסופי:
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לכן, כאשר 
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הוכחה מדוייקת:
נניח שהגבול 
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הסכום הראשון הוא סופי ולכן כיון שהאיבר הראשון שווה 0 גם המכפלה היא 0. כעת נטפל בסכום השני:
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כדי להשתמש במשפט הערך הסופי יש לבדוק שהגבול משמאל 
[image: image1532.wmf][
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 קיים, כלומר: יש לבדוק האם ה-ROC מכיל את מעגל היחידה.

התמרת z ההפוכה
התמרה הפוכה מתבצעת על אות דו"צ בלבד!

דוגמא: נתונה משוואת הפרש:                                      
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מצא את התגובה להלם 
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פתרון: תחילה נחשב את פונקציית התמסורת:
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ניתן לפשט את פונקציית התמסורת בשני דרכים:

דרך א:                  
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הוצאנו החוצה z מהשבר כדי שדרגת המונה תהיה קטנה מדרגת המכנה, אבל ניתן לעשות גם חילוק פולינומים:
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דרך ב:           
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ראינו את משוואות התיקון להתמרה החד-צדדית:
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כעת נשתמש בהתמרה החד-צדדית כדי לפתור משוואות הפרש:

הצורה הכללית של משוואת הפרש כמו שראינו היא:                                       
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נסתכל על משוואת פיבונצ'י: 
[image: image1544.wmf][
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 תנאי ההתחלה הוא: 
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נבצע התמרה חד צדדית לאגפי המשוואה ונקבל:
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ולכן:                                                                  
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קיבלנו את סדרת פיבונצ'י.

יציבות BIBO
משפט: תהי 
[image: image1549.wmf]F

 מערכת קונבולוציה עם תגובה להלם 
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. המערכת יציבה במובן BIBO אם ורק אם
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[image: image1552.wmf][

]

1

l

n

h

Î


הוכחה נניח שהכניסה 
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 חסומה ונניח ש: 
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. אזי, ע"פ הגדרת הקונבולוציה בזמן בדיד:
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השתמשנו בערך מוחלט כיון שאנחנו רוצים לבדוק את חסימות המוצא 
[image: image1556.wmf][
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בדיקת יציבות BIBO של מערכת המתוארת ע"י משוואת הפרש:
נתונה התמרה של משוואת הפרש: 
[image: image1557.wmf][
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. פונקציית התמסורת היא: 
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עלינו לבצע התמרה הפוכה כדי לגלות את התגובה להלם 
[image: image1559.wmf][
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. עלינו לצמצם את התגובה ככל שניתן. לאחר מכן עלינו לבדוק שלתגובה להלם יש ROC שמכיל את מעגל היחידה 
[image: image1560.wmf]1
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 - ולכן היא יציבה BIBO. נבדוק את הקטבים של ההתמרה.
תזכורת: התנאים ליציבות BIBO בזמן רציף:

1. ה-ROC מכיל את הציר 
[image: image1561.wmf]w
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2. דרגת הפולינום במונה קטנה עד שווה לדרגת הפולינום במכנה 
[image: image1562.wmf](
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 כלומר: הנגזרת של האות חסומה
יציבות אסימפטוטית
הגדרה: משוואת הפרש יציבה אסימפטוטית אם הפתרון 
[image: image1563.wmf]ZIR
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 מקיימת: 
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 לכל תנאי התחלה.

משפט: מערכת המתוארת ע"י משוואת הפרש יציבה אסימפטוטית אם ורק אם כל שורשי הפולינום 
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 נמצאים בתוך מעגל היחידה. 
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פרק 15 - מערכות במרחב המצב
בתיאור מערכת ע"י משוואת מצב - המצב אוגר את כל המידע הרלוונטי אודות העבר. אם ידוע מצב המערכת ברגע 
[image: image1569.wmf]0
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 אזי חישוב תגובת המערכת בזמן 
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 דורש רק ידיעה של הכניסה בזמן 
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 שהרי המידע לגבי הכניסה בזמן 
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 מסוכם ע"י ערך המצב בזמן 
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וקטור המצב מסומן כ: 
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 ע"מ לחשב את 
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. בנוסף לכך מתקיים: 
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דוגמא:
נתונה המד"ר: 
[image: image1579.wmf]x
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. ידוע שאם נתון תנאי ההתחלה: 
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אזי למערכת פתרון יחיד, כלומר: ניתן לחשב את המוצא 
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. לכן ניתן לתאר את וקטור המצב ע"י: 
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הגדרה: מערכת עם כניסה 
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 נקראת מערכת מצב והוקטור 
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 נקרא וקטור המצב של המערכת אם:

1. לכל 
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 ערכי המצב העתידיים 
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 נקבעים באופן יחיד ע"י המצב הנוכחי
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2. יציאת המערכת היא פונקציה חסרת זכרון של המצב ושל הכניסה: 
[image: image1591.wmf](
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ייצוג המצב מאפשר תאור נוח של אותות וקטוריים וטיפול במערכות MIMO מרובות כניסה ויציאה.

דוגמא:
נתונה המערכת המתוארת ע"י המד"ר: 
[image: image1592.wmf]x
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. עבור המערכת הזאת נגדיר את וקטור המצב:
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לכן ניתן לרשום את המד"ר באופן הבא:
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את המוצא ניתן לרשום כך:                                                                  
[image: image1595.wmf](
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וקטור המצב 
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 מכיל 2 משתני מצב והוא משקף את סדר המערכת.

דוגמא נוספת: 
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עקב הליניאריות של המד"ר המוצא יהיה: 
[image: image1598.wmf](
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. עבור המערכת הזאת נרשום:
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עשינו זאת בעבר כאשר היה לנו משוואת הפרש: 
[image: image1604.wmf][
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 ראינו שיש לחשב את התגובה להלם ואז מתקיים: 
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משוואות מצב בזמן רציף
מערכת משוואות מצב בזמן רציף מתוארת באופן הבא:
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כאשר 
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 הם וקטורים ו-
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 פונקציה וקטורית.

משוואת היציאה היא: 
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 עבור פונקציה וקטורית g. תנאי ההתחלה הוא:
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דוגמא: נתונה המד"ר: 
[image: image1611.wmf]x
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המד"ר מתארת מערכת שאינה קבועה בזמן, לכן אי אפשר להשתמש בכל הכלים שנלמדו בקורס.

אלא שאפשר להגדיר: 
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 ואז מתקיים:
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נרשום את המערכת בצורה אחרת:
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קיבלנו משוואת מצב רגילה, ליניארית וקבועה בזמן עם פונקציות שאינם תלויות ב-t. ולכן:
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הרצאה 14     19.1.2010
פרק 8 - קטבים ואפסים ותגובת מערכת LTI
גישה חשובה לתכנון וניתוח מעכות מחלקת את הבעיה לשלבים:

1. תכנון מיקום הקטבים והאפסים של מערכת כדי שתענה לדירשות הבעיה

2. תכנון מערכת אשר יש לה את הקטבים והאפסים המתוכננים
אנו רוצים שמוצא המערכת יעקוב אחרי הכניסה, כלומר: שאם הכניסה תגדל גם המוצא יגדל, כך נוכל להשוות בין מערכות שונות לעניין זה.

מערכת מסדר 1:
דוגמא: נתונה מערכת אשר פונקציית התמסורת שלה היא:           
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אם נניח ש-
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 אזי הקוטב של המערכת הוא בחצי המישור השמאלי. התגובה להלם היא:
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נראה מהי התגובה למדרגה של המערכת:
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נזכור שכניסת מדרגה היא כניסה קבועה של 1 החל מזמן 
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 ככל ש-
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 גדולה יותר. לעומת זאת התגובה להלם מתקרבת יותר מהר ל-0 כאשר t גדל:
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 אזי הערך הסופי של תגובת המדרגה 
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לפיכך: ככל ש-
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 מתרחק יותר מה-0 אזי התגובה למדרגה מתכנסת לערך הסופי יותר מהר וככל שה-
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 מתקרב יותר ויותר לציר 
[image: image1627.wmf]w
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 אזי ההתכנסות נמשכת זמן רב יותר.
תגובת התדר:
נתונה כניסה אקספוננציאלית 
[image: image1628.wmf](
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 לכל t. אזי המוצא של מערכת LTI יהיה: 
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כלומר: אות אקספוננציאלי הוא אות עצמי של מערכת LTI. תגובת התדר מוגדרת כ:
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[image: image2074.wmf]w
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אנחנו רוצים ש-
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 יהיה מקסימלי, כלומר: הביטוי 
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 צריך להיות מינימלי. לכן, אם נבחר 
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 נקבל את הערך המקסימלי:
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כדי למצוא את הערך הסופי של התגובה להלם 
[image: image1636.wmf](
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כדי למצוא את הערך הסופי של התגובה למדרגה נציב:                 
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קיבלנו את הערכים הסופיים של התגובה להלם ושל התגובה למדרגה שראינו קודם.

לסיכום: נחשב את התגובה במצב מתמיד 
[image: image1639.wmf]ss
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 ע"י הצבה במשפט הערך הסופי, או ע"י הצבה ישירה במשוואה והשאפה של t לאינסוף.

כעת נעיין בפונקציית תמסורת שיש לה קוטב + אפס:                                    
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נניח ש-
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ונחשב את התגובה להלם:                 
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[image: image2076.wmf](
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אנו רואים שהמהירות של הדעיכה של התגובה להלם נקבעת חד

משמעית ע"י 
[image: image1643.wmf]l

, שהרי הדעיכה תלויה בגודל שבתוך האקספוננט.

האפס לא שינה את הדעיכה.

כעת נחשב את התגובה למדרגה:                                   
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[image: image1645.wmf](
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אנו רואים שהאפס בנקודה 
[image: image1646.wmf]a
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 גורם לתגובת המדרגה להתחיל מ-1 במקום להתחיל מ-0. בסופו של דבר הפונקציה תשאף למצב המתמיד: 
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מערכת מסדר 2:
דוגמא: נתונה המערכת:                                                                                                 
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התמרת לפלס של המערכת היא:                                                                        
[image: image1649.wmf](
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ולכן פונקציית התמסורת היא:                                                                       
[image: image1650.wmf](
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נקבל את הקטבים:                                                                                             
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[image: image2088.wmf]1

כעת נחלק ל-2 מקרים:

1. אם 
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 נקבל קטבים ממשיים (או קוטב יחיד) ואז פונקציית התמסורת תהיה:
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רואים שניתן לרשום את תגובת ההלם או המדרגה כסכום של תגובות של מערכות מסדר ראשון, כאשר כל אחת עם שורש אחד ממשי 

התגובה להלם תהיה:                                                                                        
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נניח 
[image: image1655.wmf]0

1

2

<

<

c

c

 - אזי מהירות הדעיכה של התגובה להלם תהיה תלויה יותר ב-
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 כי הוא קטן יותר בערכו המוחלט (קרוב יותר לציר 
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) ולכן דעיכת האקספוננט תהיה איטית יותר.
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 אזי נקבל שורשים מרוכבים. אם 
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 ניתן להגדיר את המשתנים הבאים:
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נקבל:                           
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כעת נרשום את המד"ר באמצעות 
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(המקדם שהוספנו ל-x נועד לפשט את הצורה של המד"ר. זה לא התיאור הכללי של מד"ר ליניארית מסדר 2)

פונקציית התמסורת היא:                                                                                 
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אנחנו דורשים שהשורשים 
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על מנת לקבל תגובה להלם ניתן לחלק לשברים חלקיים 
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 ולעשות התמרה הפוכה. ניתן לקבל אותה תוצאה דרך ה-
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קצב הדעיכה של התגובה להלם תלוי במקדם בתוך האקספוננט, כלומר: עד כמה הגודל 
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 התדר הולך ושואף ל-0, כלומר: 
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 מתרחב ונהיה איטי יותר.
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התגובה למדרגה היא:           
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ברור כי עבור שיכוך קטן 
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 התנודות הולכות ושואפות לתדר הבסיסי 
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 קצב הדעיכה הוא 
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[image: image2117.wmf]{

}

s

Im

כעת נצמצם את האפשרויות ל: 
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    זה אומר שהאקספוננט דועך לאט.

    התדירות תהיה: 
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    הדעיכה האקספוננציאלית: 
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 - זאת הדעיכה המקסימלית הכי מהירה שיכולה להיות.

    
[image: image1695.wmf]0

1

2

»

-

x

w

n

 - תדר התנודות שואף ל-0

לסיכום:

במערכת מסדר ראשון אנו רואים שיש דעיכה/עלייה מונוטונית ואילו במערכת מסדר שני אנו רואים שיש לנו תמיד תנודות בדרך ל-
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. כמו"כ יש תופעה של תגובת יתר (over shoot) - התגובה עולה ויורדת מעל ה-
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 עד שהיא מתייצבת עליו.

לסיכום, נסווג מערכת מסדר שני על פי פונקציית התמסורת שלה: 
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נתייחס למקרים בהם הקטבים בחצי המישור השמאלי:
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 - המערכת בריסון יתר. במקרה זה שני הקטבים ממשיים ושני האקספוננטים דועכים.
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 - שני הקטבים ממשיים וזהים. המערכת בריסון קריטי
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 - שני הקטבים מרוכבים. המערכת בתת-ריסון
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 - שני הקטבים הם מספר מדומה טהור. התגובה היא מחזורית ובלתי מרוסנת (אינה דועכת)

הוספת אפס בודד למערכת:

נתונה מערכת מסדר 2 ואנחנו מוסיפים לפונקציית התמסורת שלה אפס.
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במערכת מסדר 1 ראינו שכאשר מוסיפים אפס למערכת הוא משנה את התגובה רק בזמנים הקרובים ל-0.
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גם בתגובה למדרגה אוופי התגובה בזמנים רחוקים נשאר אותות הדבר זה רק משפיע על הזמנים הקרובים.

אולם אם נוסיף עוד 0 נקבל במונה שני אפסים - אבל אז סדר הפולינום במונה יהיה שווה לסדר במכנה - וזה משנה את כל כללי המשחק.

תגובת התדר:                   
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כאשר 
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לא בהכרח שערך מוחלט של פונקציית תמסורת ירד

כיון שלא בהכרח שכאשר נעלה את 
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שני הוקטורים לא מונוטונית, זה תלוי ב-
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 מסויימת שנבחר שתגרום לירידה מונוטונית

היא קשורה ל-
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 אחרת נקבל

overshoot ואז יש דעיכה מונוטונית

החומר למבחן:
כל החומר בהרצאות ובתרגולים.

במערכת מצב - לדעת את ההגדרות של משתנה מצב ולדעת להציג מד"ר כמערכת מצב באמצעות מטריצה

השאלות של הבוחן - אינדיקציה טובה למבחן.

המבחן כולל 3 שאלות (3 שעות)

יש לדעת כיצד להשתמש בהתמרות לפלס והתתמרות z וקונבולוציה. (כולל טריקים)

מותר לצלם את הטבלאות של התמרת לפלס והתמרת z (פרק 9 ופרק 10 בספר של אופנהיים ווילסקי)

על הדף הזה ניתן לרשות מה שרוצים!
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