מערכות ליניאריות - תרגיל 6 - דוד לוין            תרגיל 6   23.11.2009

תכונות מערכות LTI:

שאלה 1: נתונה מערכת LTI בזמן בדיד בעלת תגובה להלם 
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מהו מוצא המערכת עבור כניסה כלשהי x[n] ? האם סיבתית ? האם יציבה?
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המערכת אינה סיבתית משום שערכי המוצא תלויים בערכי הכניסה בעתיד (כאשר 
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המערכת יציבה משום שמתקיים:
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שאלה 2: תהי T מערכת LTI רציפה בעלת תגובה להלם 
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פתרון:                            
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שאלה מס' 3: נתונה מערכת LTI בעלת תגובה להלם 
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פתרון:                         
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שאלה 4: נתון כי: 
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פתרון:                                         
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 אינו פונקציה עצמית אבל 
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 היא פונקציה עצמית. כיון ש-
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 ככניסה, ול-
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 כתגובה:

המוצא יהיה:                    
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על מנת שהמוצא יהיה שווה 0 נחפש: 
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מערכות ליניאריות – תרגיל 9 – דוד לוין                 תרגיל 9      21.12.2009

שאלה מסכמת: התמרת לפלס:

נתונה מערכת המתוארת ע"י המשוואה: 
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1. האם זו מערכת LTI?

2. מצא את פונקציית התמסורת של המערכת, פרק לשברים חלקיים
3. מצא את הקטבים ואת האפסים של המערכת
4. נתון שהמערכת סיבתית. מצא את התגובה להלם 
[image: image35.wmf](
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5. מצא את ה-ROC של המערכת.
6. האם המערכת יציבה במובן BIBO? הראה במישור הזמן ובמישור s.
7. מה תגובת המערכת לאותות הזמניים הבאים:
1. 
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פתרון:
1. אין תנאי התחלה ולכן אם תנאי ההתחלה הוא 
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 אזי המערכת LTI
2. נעשה התמרת לפלס לשני אגפי המשוואה:

[image: image41.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

5

10

4

10

10

,

10

4

5

10

:

1

0

:

5

4

4

5

5

4

5

4

10

20

9

10

10

20

9

10

20

9

2

2

2

+

-

+

=

-

=

=

Þ

+

=

+

=

+

+

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

=

+

+

=

=

=

+

+

=

+

+

s

s

s

H

B

A

B

A

B

A

s

s

s

s

B

s

A

s

B

s

A

s

s

s

s

s

X

s

Y

s

H

s

X

s

s

s

Y

s

X

s

Y

s

sY

s

Y

s


ג. אין אפסים כי המונה קבוע ולעולם לא מתאפס. הקטבים הם: 
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ד. נמצא את התגובה להלם ע"י התמרת לפלס ההפוכה ל-
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צריך לבחור אחת מבין 2 האפשרויות. כיון שנתון שהמערכת היא סיבתית אזי נבחר את האות הימני, ונקבל: 
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 באותו אופן נקבל: 
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לפיכך התגובה להלם היא:                                                           
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ה. ה-ROC הוא החיתוך בין שני הקטבים:                                           
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ו. ניתן לבדוק יציבות BIBO במישור הזמן ע"י אינטגרל של התגובה להלם:
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ולכן, בדוגמא שלנו:              
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ולכן המערכת יציבה במובן BIBO.

במישור התדר: כיון שה-ROC כולל את הציר המדומה 
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 - אזי המערכת יציבה BIBO.

הסבר: כדי שהאות 
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 יהיה חסום הוא צריך להיות שייך ל-
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 ואז התמרת פורייה שלו היא:
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רואים שעבור 
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 (מס' על הציר המדומה) מוגדרת התמרת פורייה ואז קיימת גם התמרת לפלס לתגובה להלם. לכן המערכת תהיה יציבה.

ז. נתאר את המערכת במישור לפלס: 
1. כאשר 
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נוסף עוד קוטב למערכת אבל הוא אינו משפיע על היציבות, כי הוא עדיין כולל את הציר המדומה.
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נעשה ל-
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2. 
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 במישור לפלס: 
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3. לא ניתן לפתור בעזרת התמרת לפלס, שהרי האות 
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4. באותו אופן 
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כאשר מכניסים למערכת אות סינוסידיאלי מהצורה: 
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· התדר של המוצא אינו משתנה

· האמפליטודה שווה 
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סה"כ המוצא יהיה:                                                      
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שאלה נוספת ממבחן: נתונה פונקציה 
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ב. כדי לקבל יציבות BIBO ה-ROC צריך להכיל את ציר 
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נעשה התמרה הפוכה ונקבל:                                       
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 קיבלנו יציאה שאינה חסומה

תרגיל 9      23.12.2009

מערכות ליניאריות – תרגיל 9 – אבי זנקו
התמרת z דו-צדדית:     
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נשים לב כי לשני אותות שונים יש אותה התמרה רק שהם נבדלים בתחום ההגדרה. ה-ROC אף פעם אינו כולל קטבים. (בדומה להתמרת לפלס) במערכת יציבה – ה-ROC כולל את מעגל היחידה 
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קיבלנו את אותה התמרה רק שה-ROC בתוך המעגל

משוואות הפרש בזמן בדיד
נתונה המשוואה:                                                                  
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במשוואת הפרש הפתרון הוא נוסחת נסיגה של 
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פתרון:  
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שאלה 1: נתונה מערכת 
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 בזמן בדיד המקיימת את התנאים הבאים:
1. עבור אות הכניסה 
[image: image145.wmf][

]

(

)

n

n

x

2

-

=

  מתקבל אות המוצא 
[image: image146.wmf][

]

0

=

n

y


2. עבור אות הכניסה 
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כאשר
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פתרון:
א. תזכורת: בזמן רציף: אות עצמי במערכת LTI הוא אות מהסוג: 
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נבצע התמרת z לשני האגפים ונקבל:
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כעת נציב: 
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3. נשים לב שגם 
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נבודד את 
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מערכות ליניאריות - תרגיל 10 - דוד לוין         תרגיל 10    28.12.2009

משוואות הפרש והתמרת z:
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תנאי ההתחלה הוא 
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הערה נוספת: במערכת LTI אם הכניסה היא 
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כלומר: האות 
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התמרת z:      
[image: image180.wmf][

]

[

]

z

X

n

x

Z

¾

®

¬

   ההגדרה: 
[image: image181.wmf][

]

[

]

[

]

å

¥

-¥

=

-

¾

®

¬

n

n

Z

z

n

x

n

X

n

x



[image: image182.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

1

0

=

¾

®

¬

=

-

=

Þ

¾

®

¬

-

-

-

¥

-¥

=

-

-

å

z

n

z

z

p

n

z

X

z

p

n

Z

p

n

n

p

Z

d

d

d


[image: image532.wmf][

]

1

-

n

x


ניתן לפרק כל פונקציה בדידה 
[image: image183.wmf][

]

n

x

 לרכבת הלמים: אם נתון האות הסופי:

ניתן לכתוב אותו כ:

                  
[image: image184.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

4

2

1

3

1

2

-

+

-

+

+

+

-

=

n

n

n

n

n

x

d

d

d

d


וההתמרה שלו תהיה: 
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תרגיל כיתה 6 – התמרת z:

שאלה 0: חשב את ההתמרה ואת ה-ROC המתאים ל- 
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פתרון: האות 
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האות 
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 הוא אות ימני, ולכן ה-ROC שלו הוא מחוץ למעגל.
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קיבלנו את אותה התמרה רק שה-ROC בתוך המעגל.

לסיכום:                          אות ימני                         אות שמאלי                       אות דו-צדדי
ROC:                           
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בהתמרת לפלס:               אות ימני                          אות שמאלי                        אות דו-צדדי
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יציבות BIBO:      בהתמרת לפלס: הציר 
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                          בהתמרת z: מעגל היחידה 
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שאלה 6: התגובה להלם 
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חשב את התגובה להלם 
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פתרון: נפרק לשברים חלקיים:    
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אפשרות שניה:
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כעת, ישנם 2 אפשרויות:
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לפיכך נבחר: 
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קונבולוציה עם 
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 משמעותה הזזה של האותות ב-1 ימינה, ולכן:
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תחום ההתכנסות של 
[image: image229.wmf][

]

(

)

(

)

3

2

13

5

+

+

+

=

z

z

z

z

H

 הוא 
[image: image230.wmf]3

2

<

<

z

.

אפס נקבל כאשר: 
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מערכות ליניאריות - תרגיל 10 - אבי זנקו            תרגיל 10    30.12.2009

התמרת z חד-צדדית: 
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תרגיל כיתה התמרות z - שאלה 8:

נתונה מ"ה הבאה (ליניארית וסיבתית) :    
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1. מצא את פונקצית התמסורת H(Z) וה ROC 
2. מצא התגובה להלם h[n]
3. האם קיימת תגובת תדר? 
4. מה המוצא עבור 2n ?
5. נתונים ת"ה 
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 ונתונה הכניסה: 
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מצא את 
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פתרון:
1. נעשה התמרת z דו-צדדית לשני אגפי המשוואה ונקבל:
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נתון כי המערכת סיבתית ולכן: 
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2. ע"י התמרה הפכית ע"י טבלאות (נבחר את ההתמרה המתאימה ל-ROC שמצאנו קודם) נקבל:
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3. ה-ROC  כולל את מעגל היחידה ולכן קיימת תגובת תדר:
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4. 
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 הוא אות עצמי של המערכת ולכן:                        
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5. נעשה התמרת Z חד-צדדית לשני אגפי המשוואה ונציב את תנאי ההתחלה:
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נציב במשוואה:                 
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הערה: האיבר החופשי 
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 הגיע מהאיבר 
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 והוא קיים בגלל תנאי ההתחלה של 
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. הוא האיבר היחיד החופשי שאינו מוכפל ב-
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כעת נבצע פירוק לשברים חלקיים כדי שנוכל לבצע התמרה הפוכה ולגלות את המוצא 
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העיקרון הוא שמוציאים חזקה גדולה החוצה כדי שנישאר עם חזקות חיוביות בלבד, ואז מבצעים פירוק לשברים חלקיים ידועים וחוזרים בחזרה לחזקות שליליות של z על מנת שנוכל לבצע התמרה הפוכה. בעבר ראינו שכפל ב-
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 במישור z הוא השהייה של האות במישור הזמן (כלומר: 
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כעת, נפרק לשברים יסודיים גם את האיבר השני:


[image: image258.wmf][

]

[

]

1

4

1

12

7

4

1

2

1

1

12

7

1

1

2

1

2

1

1

4

1

1

1

4

1

1

4

1

1

12

7

1

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

¾

¾

®

¬

-

×

-

-

×

=

-

-

-

-

-

-

-

-

-

n

u

n

u

z

z

z

z

z

n

n

Z


ובסה"כ נקבל: 
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הערה: קל לודא אם התשובה נכונה ע"י בדיקה אם מתקיימים תנאי ההתחלה.

מתוך מבחן תשס"ח - מועד ב - שאלה 2:
נתון האות וההתמרה: 
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מצא את התמרת z של 
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פתרון: תחילה נבין את האות 
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. ניקח וקטור לדוגמא:                                  
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אזי: 
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 - כלומר: שמנו 0 בין כל שתי דגימות של האות המקורי.

הפעולה הזאת נקראת אינטרפולציה. באופן כללי: ניתן לעשות מרווח של L אפסים בין כל שתי דגימות:

[image: image569.wmf]Þ

[image: image570.wmf]2

[image: image571.wmf]w

[image: image572.wmf]1

-

[image: image573.wmf]1

[image: image574.wmf]B

-

 

כעת נחשב את ההתמרה של האות אחרי האינטרפולציה:
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דוגמא:
נתונה משוואת ההפרש: 
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נחשב את פונקציית התמסורת של המערכת:
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הפעולה הזאת היא דו-צדדית, כלומר: אם יהיה נתונה פונקציית התמסורת, ניתן יהיה באופן חד ערכי להגיע למשוואת ההפרש. ניתן להסתכל על המשוואה הזאת בדרך אחרת: נבודד את 
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נשרטט את המערכת:  
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קיבלנו בעצם התמרת z של פונקציית חלון ולכן:
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דרך נוספת לראות זאת: ניתן להגדיר את פונקציית החלון 
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קיבלנו 
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דרך נוספת (קלה יותר): בתחום הזמן מתקיים:          
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הערה: מהכניסה הזאת אנו לומדים כי המערכת אינה הפיכה, שהרי עבור כל N אי-זוגי נקבל 
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ראינו כי: 
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מדף הנוסחאות: 
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במקרה שלנו:                    
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הערה: 
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משוואות הפרש ופתרונן בתחום הזמן:
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הפתרון ההומוגני: 
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גם כאן יש פתרון ZIR , ZSR על אותו העיקרון. ניחוש (שתמיד פועל):


[image: image341.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

Z

n

i

n

n

u

n

y

n

h

N

M

i

i

N

i

i

i

Î

+

+

=

å

å

-

=

=

0

1

d

b

a


הפתרונות ימניים אבל לאו דווקא סיבתיים. (בגלל החלק הלא הומוגני)
שאלות:
נתונה המשוואה: 
[image: image342.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

n

bx

n

x

n

ay

n

y

-

+

=

-

+

1

1

 מה התגובה להלם?

תשובה: 
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. נעביר את המשוואה לצורה הרגילה (שאין חיזוי אלא השהיות בלבד:)
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ועבור כניסת הלם נקבל את המשוואה:                                    
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הפתרון ההומוגני:                                                                                    
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 נציב במשוואה למציאת 
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נשים לב שזו טעות לעשות השוואה מקדמים עכשיו מכיון ש: 
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אם היינו עושים השוואת מקדמים למעלה היינו מאבדים את 
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ולכן התגובה להלם של המערכת המיוצגת ע"י המשוואה הנ"ל היא:    
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כעת נפתור בעזרת התמרת z:                                                
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הפתרונות זהים, רק צריך להציב: 
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הערה: אם לא נתון כלום - אזי מניחים שהמערכת היא ימנית.

שאלה: מה תגובת המערכת לכניסה 
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      באופן כללי לאות עצמי מתקיים: 
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תרגיל 12       11.1.2010
מערכות ליניאריות - תרגיל 12 - דוד לוין
שימושים של התמרת פורייה במישור התדר:
ניתן לייצג את האות הזמני 
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 פונקציות הרמונית בעלות תדר 
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 משתנה לכל פונקציה. הפונקציה מוכפלת בוגרם משקל קומפלקסי 
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לדוג': אם האות משתולל במישור זמן אזי הוא יקבל תדרים גבוהים במישור התדר: 
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אם האות חלק בציר הזמן - אזי במישור התדר הוא יקבל תדרים נמוכים: 
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התמרת פורייה של האות 
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 מסמל את מישור פורייה, ולא מישור לפלס!

תכונות:
1. 
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2. עבור אות ממשי 
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 אזי מתקיים: 
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דוגמא: נתון האות 
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 ונתונה התגובה להלם: 
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המוצא יהיה במישור פורייה (נעשה מכפלה ע"פ תכונה 1:(      
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נשים לב כי 
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 קטם את האות 
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 בתדרים הגבוהים, כלומר: 
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 מאפיין מסנן LPF - מעביר תדרים נמוכים.

שימושים בתקשורת
במוזיקה הנשמעת ב-CD התדרים של גלי הקול הם בסדר גודל של 
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התדר שהאוזן שומעת הוא הוא בדר גודל של 
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לכן כדי לשדר את המוזיקה בתדר שאנחנו נשמע צריך אנטנה מאוד ארוכה. לפיכך משתמשים בשיטה שנקראת אפנון. מכפילים את האות באות אחר וע"י כך מצמצמים את התדר של האות.
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כדי לשדר את האות נכפיל באות מחזורי: 
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התמרת פורייה של האות החדש 
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גרמנו לאות להיות משודר בתדר יותר גבוה. נשים לב כי ניתן לשחזר באופן מדויק את האות המקורי  
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 מתוך האות המשודר 
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. אנחנו רק קודדנו את המידע כדי שנוכל לשדר אותו אבל לא שינינו את האמפליטודה. לכן האפנון נקרא AM - אפנון אמפליטודה.

כעת, האנטנה משדרת את האות למקלט: 
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שוב הכפלנו את האות ב-
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אם נעשה התמרת פורייה לאות 
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 נקבל 3 העתקים של האות המקורי בספקטרום:
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כעת, נעביר את האות דרך מסנן LPF ונקבל את האות המקורי כאשר האמפליטודה שלו קטנה פי 2.

הבעיה באפנון בדרך הזאת היא שרוחב הפס של האות המקורי 
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נשים לב כי אפשר להשתמש רק בחלק מהפס לצורך השידור כי כיון שהאות 
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 ממשי אזי התמרת פורייה שלו היא סימטרית. לדוג' אם נשתמש רק בשני החלקים המודגשים נוכל לייצג את האות המקורי.

אפנון SSB (Single Side Band) - אפנון בו משתמשים בשני החלקים בעלי התדרים הנמוכים

אפנון DSB (Double Side Band) - אפנון בו משתמשים בשני החלקים בעלי התדרים הגבוהים

לצורך המימוש נשתמש במתמר הנקרא "מתמר הילברט":

מסנן הילברט: מסנן הילברט הוא מסנן בעל התגובה הבאה: 
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תחילה נבחין בין החלק השלילי והחיובי של האות 
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תחילה האות המקורי 
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 מוכפל באות ההרמוני 
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התמרת פורייה של האות 
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בצד השני האות המקורי 
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 עובר במסנן הילברט:                         
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האות 
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 מוכפל בהיפוך פאזה של 
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כעת, אם נחבר (או נחסר) את שני הצדדים נקבל:
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קיבלנו את האות המקורי מוזז בתדר יותר גבוה, וכך נוכל לשדר אותו באותו אופן כמו לעיל אלא שכעת השתמשנו רק ברוחב פס של 
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נסתכל על אותות ב-
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, כלומר: אותות בעלות אנרגיה סופית: 
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רוב האותות בעולם הם כאלה. אותות שאינם מגיעים ל-
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נסמן את 
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 כהתמרת פורייה של האות 
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 והוא מוגדר ע"י:   
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הביטוי 
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 הוא אקספוננט מרוכב ונקרא "הרמוניקה" - כלומר: יש לו תדר 
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התמרת פורייה היא כלי להבין את ההרכב של אות כלשהו, כלומר: מאלו תדרים הוא מורכב. לפיכך כאשר נעשה התמרה הפוכה - ניקח את כל ההרמוניקות שמהם האות מורכב וניתן לכל הרמוניקה משקל שונה:
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לדוג': נתון האות הבא: 

זהו אות סינוסי מתון שמולבש עליו אות סינוסי שמשתולל. החיבור ביניהם נותן את האות. אם אנו רוצים לפרק את האות על מנת לגלות מאלו תדרים הוא מורכב - נעשה התמרת פורייה לאות ונגלה שיש לאות תדרים גבוהים ותדרים נמוכים. לפיכך: התמרת פורייה היא ההרכב התדרי של האות.

להתמרת פורייה של אות שמשתנה בזמן יש משקל רב בתדרים הגבוהים.

להתמרת פורייה של אות שאינו משתנה בזמן יש משקל רב בתדרים הנמוכים.
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תכונות חשובות של התמרת פורייה:
1. 
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הסבר: התמרת פורייה היא פונקציה מרוכבת של התדר 
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 לכל תדר 
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2. 
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    הסבר: אם האות 
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 הוא ממשי - אזי התמרת פורייה שלו היא זוגית במובן המרוכב (כלומר: בערך מוחלט)

3. לגבי התמרת לפלס ראינו: 
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    לגבי התמרת פורייה: 
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    הסבר: מכפלה באקספוננט עם תדר 
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 (שקול לסיבוב בפאזה של האות) במישור הזמן - שקולה להזזה ב-
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 במישור התדר

דוגמא: נתונה התמרת פורייה הבאה: 
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זוהי התמרת פורייה של האות 
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מה קורה אם נכניס את האות למערכת הקונבולוציה הבאה:
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 היא התגובה להלם של המערכת.

כבר ראינו הרבה פעמים שלא נוח לעבוד עם מערכת קונבולוציה ולכן נעביר את המערכת למישור התדר:
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אנו רוצים לדעת מהו המאפיין של 
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 - מאלו תדרים הוא מורכב. ראינו בעבר שקונבולוציה הופכת למכפלה במישור התדר. לפיכך: 
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נניח שהמערכת 
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 היא בעצם מסנן L.P.F  (אידיאלי):
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אזי המוצא יהיה המכפלה 
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 כלומר:

אנו רואים שהמכפלה קטמה את 
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 בתדרים הגבוהים

כלומר: יש כאן באמת L.P.F אידיאלי.

הערה: אנו משתמשים בהתמרת פורייה ולא בהתמרת לפלס משום שזה יותר קל ואינטואיטיבי, ובנוסף: לתדר יש משמעות פיזיקלית.
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 - זה B.P.F – מסנן שחוסם את האות במישור התדר

מציירים את 
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 כמשולש אבל זה לא מחייב שהפונקציה נראית כך:

תדירות הקול הנשמע הוא עד 
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, כל התחנות משדרות בתדירות של

 עד 
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, לפיכך לא נוכל להעביר שתי אותות דיבור בבת אחת כי הם יתערבבו

ולכן צריך להגביל אותם מבחינת התדר.

אפנון AM הוא פירוק האות לתדרים ושידור האות כאשר הוא חסום תדר.
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 - הגל הנושא את האות. זהו גם התדר של התחנה.
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 - הוא האות המקורי
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 - הוא הגל הנושא את האות
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 - הוא האות המשודר מהאנטנה
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נעשה התמרת פורייה ונקבל:
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האות משודר כשהוא חסום בתדר כמו שרואים בגרף: 
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האות המשודר מגיע למקלט:
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תקשורת:
התרגיל על תקשורת נמצא באתר. במקלט שיש שם 
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 הוספנו איזשהי פאזה, כלומר: בעקבות הפרש הפאזה המקלט לא יודע מתי להתחיל וזה יוצר בעיות.

אות סרט זהו אות סימטרי עד כדי הצמדה: 
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 - רק באות ממשי!

הבעיה הגדולה ב-AM היא שאם האות שלנו הוא ברוחב פס של B אזי כדי לשדר אותו אנחנו משתמשים ברוחב פס של 2B. אנחנו רוצים להשתמש במינימום רוחב פס והשאר לגלות באמצעות העתקה/סימטריה.

לדוגמא:
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 אנחנו צריכים לדעת רק חצי משולש, ונוכל ע"י סימטריה 

לגלות את המשולש כולו, וע"י עוד סימטריה נוכל לגלות את המשולש 

השני. לכן כדי לשדר את 
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 צריך רוחב פס של B בלבד.

אפנון AM הוא שינוי האמפליטודה של האות בזמן:

נשים לב שהמידע נשמר בעצם ע"י האמפליטודה של אות התפוקה.

האות עצמו נשאר קבוע אלא שההכפלה שלו בגל הנושא גורמת לו 

לשינוי במישור התדר - אבל המידע המקורי של הגל נשמר ואפשר

לשחזר אותו - פעולה שנעשית במקלט.

התמרת הילברט
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השינוי היחיד הוא בפאזה של האות.

אם נכפיל בין 
[image: image469.wmf](

)

w

j

H

ˆ

 ובין 
[image: image470.wmf](

)

w

j

M

 נקבל במקום המשולש:

אם נחבר את מה שקיבלנו עם 
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 נקבל רק צד אחד של המשולש, וזה מה שחיפשנו. הבעיה היא שנקבל אות מרוכב ואנחנו לא רוצים אות מרוכב במעגל. לכן נבצע טריק כלשהו:



הבעיה שיכולה לצוף: כאשר יש לי שני רכיבים שמייצרים אותות sin ואותות cos יש סיכוי שנגיע למצב שבו יש לנו שינוי בפאזה. התמרת הילברט פותרת את הבעיה ע"י היפוך הפאזה של ה-cos.

כאשר נתונה בעיה כזאת תמיד כדאי לתת שמות לחלקים:
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כל אחד מהם הוא אות מרוכב. ניתן לראות שאם נעשה לכל אחד

מן החלקים בנפרד התמרה הפוכה - נקבל אות מרוכב משום שהוא

לא סימטרי.
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כידוע: 
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תזכורת:הכפלה באקספוננט במישור התדר מזיזה את האות בתדר. נתבונן בתחום התדר של המכפלה:
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מה שקיבלנו לא יכול להיות משודר כי אין סימטריה - האות מרוכב. אבל אם נעבור דרך ה-
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 נקבל:

אם ניקח שתי תחנות שמשדרות אחת את צד ימין והשניה את

צד שמאל אין בעיה כי הם לא משדרות על אותו תדר.

כך אנו חוסכים כי אנחנו משתמשים ברוחב פס אחד בשביל שניהם
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