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פרק א - קומבינטוריקה
פרמוטציה (תמורה): בחירה של k איברים מתוך n כאשר יש חשיבות לסדר הבחירה:
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תמורה חלקית (בחירה של חלק מהאיברים): כאשר 
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תמורה מלאה (בחירה של כל האיברים):      כאשר 
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קומבינציה (צירוף): בחירה של k איברים מתוך n כאשר אין חשיבות לסדר הבחירה:
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זהות 1.1: 
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             זהות 1.2: 
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הבינום של ניוטון:   
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הוכחה: באינדוקציה.

בדיקה עבור n=1: 
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נניח שהנוסחה נכונה עבור n-1. כעת נוכיח עבור n:
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נציב בסכום הראשון: i=k+1

נציב בסכום השני: i=k
נקבל:
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מ.ש.ל

מקרה פרטי: 
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[image: image1145.wmf]·
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                                          דרכים לבחירת k איברים מתוך n
	
	חזרה אסורה
	חזרה מותרת

	יש חשיבות לסדר
	תמורה: 
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	אין חשיבות לסדר
	צירוף: 
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דוגמאות:
1. כמה אפשרויות קיימות לשליפה של 5 קלפים מתוך 52 ללא חזרה:

פתרון: אין חשיבות לסדר השליפה ולכן:
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2. מה מספר האפשרויות לחענקת 4 מלגות שונות ל-4 סטודנטים מתוך 120

      א. כאשר אין הגבלה על מספר המלגות לסטודנט.

      ב. כאשר כל סטודנט יכול לקבל מלגה אחת בלבד

פתרון:

1. החזרה מותרת ויש חשיבות לסדר הבחירה. לכן: 
[image: image20.wmf]4
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2. חזרה אסורה ויש חשיבות לסדר. לכן: 
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3. מה מספר תתי הקבוצות שניתן להרכיב מקבוצה בת n איברים.

פתרון:
ניתן להרכיב קבוצות המורכבות מיחידים. מזוגות, משלישיות, וכך הלאה עד n. בסה"כ: 
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כלל המכפלה:
נניח שלניסוי א' קיימות m תוצאות אפשריות ועל כל תוצאה אפשרית קיימות לניסוי ב' n תוצאות אפשריות. אזי לניסוי הכללי המורכב מניסוי א'+ב' קיימות 
[image: image23.wmf]n
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תוצאות אפשריות.

באופן כללי: אם מתקיימים r ניסוייים בזה אחר זה, כך שבניסוי ה-r-י קיימות
[image: image24.wmf]r
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אפשרויות ובעקבות כל אפשרות קיימות 
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אפשרויות בניסוי הבא, אזי לניסוי הכללי המורכב מסדרת הניסויים הללו קיימות 
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 תוצאות אפשריות.
דוגמא:
כמה אפשרויות יש להרכבת לוחית זיהוי כך שאסור לחזור על ספרה או אות. 4 המקומות הראשונים הם ספרות ו-4 האחרונים הם אותיות לטיניות.

פתרון: 
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מקדמים מולטינומים:
מספר האפשרויות לחלק n עצמים שונים ל-k קבוצות בגדלים: 
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 כאשר קיים האילוץ: 
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(כלומר: סך העצמים בכל הקבוצות הוא מספר העצמים n) הוא:
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חלוקת כדורים לתאים:
מספר האפשרויות לחלוקת n עצמים ל-r תאים כאשר בתא ה-i-י יש 
[image: image31.wmf]i

x

כדורים, ומתקיים האילוץ:
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א. כאשר הכדורים שונים:
1. אם בכל תא יש בין 0 ל-n כדורים:                                         
[image: image33.wmf]n
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2. אם בכל תא יש לפחות כדור אחד 
[image: image34.wmf](
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 EMBED Equation.3  [image: image36.wmf]!
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ב. כאשר הכדורים זהים: מתארים את התוצאה כמציאת וקטורים שונים: 
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 כאשר בכל תא ה-i-י יש 
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    כדורים. האילוץ הוא: 
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. ישנם שני אפשרויות:

      1. אם בכל תא חייב להיות לפחות כדור אחד: (
[image: image40.wmf]0
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          בעצם ישנם n-1 מחיצות בין n הכדורים, וישנם r-1 מחיצות עבור r תאים. לדוגמא: נחלק 8 כדורים ל-5 תאים.

          ישנם 4 מחיצות בין התאים וישנם 7 מחיצות בין הכדורים, וצריך לבחור איפה לשים את המחיצות בין התאים  

          במחיצות בין הכדורים. כלומר ישנם: 
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 וקטורים שונים.

2. אם בכל תא יכולים להיות בין 0 ל-n כדורים: (
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            לכל תא נוספת עוד אפשרות - האפשרות שהוא ריק. נגדיר: 
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           מספר החריצים בין המחיצות הוא r-1, ומספר החריצים בין הכדורים n+r-1. לכן קיימים 
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           וקטורים שונים.

    הסבר נוסף: אם 
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 הוא אי-שלילי, אזי 
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. כיון שההתאמה בין 
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היא חד-ערכית, אזי 
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          שליליים השונים של 
[image: image55.wmf]n

x

r

i

i

=

å

=

1

.
דוגמא:
אדם רוצה להשקיע סכום של 90,000 ש"ח בבורסה, ויועץ ההשקעות ממליץ לו על 4 קרנות. כמה אפשרויות יש לו לחלק את ההשקעה?
פתרון:

ע"פ האפשרות השנייה: 
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. זוהי חלוקה של 90,000 איברים ל-4 קבוצות כאשר אין חשיבות לסדר החלוקה והחזרה מותרת.
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פרק 2 – אקסיומות ההסתברות:
מרחב המדגם - 
[image: image57.wmf]W

: קבוצה לא ריקה של התוצאות האפשריות של ניסוי.
נקודת מדגם: תוצאה אפשרית של ניסוי.

הגדרה: G היא "שדה" ב-
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 אם היא משפחה של קבוצות חלקיות ל-
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 ומקיימת את האקסיומות:

           א.   
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           ב. אם 
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           ג. אם כל 
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משפחת המאורעות – F: קבוצה המכילה את כל הקבוצות החלקיות האפשריות של 
[image: image68.wmf]W
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מאורע: A הוא מאורע ב-
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 אם 
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התרחשות מאורע: מאורע A התרחש אם התקבלה כתוצאה לניסוי נקודת מדגם 
[image: image71.wmf]w
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העוצמה של A - 
[image: image73.wmf]A

: מספר נקודות המדגם ב-A.
סדרה של מאורעות זרים:  מוגדרת באופן הבא: Ǿ
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פעולות על מאורעות:

1. איחוד מאורעות
[image: image76.wmf])
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: המאורע המורכב מכל תוצאות הניסוי השייכות ל-A ו-B.

2. חיתוך מאורעות
[image: image77.wmf])
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: המאורע המורכב מתוצאות הניסוי המשותפות ל-A ו-B
3. המאורע המשלים
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: המאורע המורכב מתוצאות הניסוי שאינן ב-A
4. חוקי דה-מורגן:

א. 
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הוכחת החוק הראשון: נניח תחילה ש-x היא נקודת מדגם השייכת ל- 
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הוכחת החוק השני: נציב את 
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פונקציית ההסתברות P(A):

הגדרה: פונקציה הפועלת על מאורע A באופן הבא: 
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ג. לכל סדרה של מאורעות זרים אחד לשני מתקיים: 
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הגישה האקסיומטית: (קולמוגורוב 1933) לבעיה הסתברותית 3 מרכיבים:
מרחב המדגם - 
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דוגמאות:
1. מטילים 2 קוביות. האפשרויות שיכולות לצאת: 
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A היא קבוצת התוצאות שסכומן 5. כלומר: 
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2. מה ההסתברות שבכיתה בת n תלמידים לא יהיו ימי הולדת משותפים
    פתרון: נגדיר N-מס' הימים בשנה. כעת צריך למצוא את מס' האיברים ב-A וב-
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    במרחב המדגם 
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3. מטילים בו זמנית n קוביות (R פאות בכל קוביה). מה ההסתברות שהספרה 6 (R>6( תופיע לפחות פעם אחת.
    פתרון: נחשב את 
[image: image112.wmf]C

A

 כלומר: את ההסתברות שהספרה 6 לא תופיע. לכל קוביה R-1 אפשרויות. כיון שיש חזרה אז:
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4. מטילים בו זמנית n קוביות (R פאות בכל קוביה). מה ההסתברות שהספרה r תהיה הספרה המקסימלית?
    פתרון: נחשב את האפשרויות שבהן התוצאה היא עד  r, ונוריד את האפשרויות שבהן התוצאה היא עד r-1:
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5. בארה"ב R רפובליקנים ו-D דמוקרטים. עורכים מדגם אקראי בגודל n אנשים. מה ההסתברות שנמצא r רפובליקנים 
    במדגם.

    פתרון: בסה"כ יש R+D אנשים בארה"ב. בוחרים n מתוכם ללא החזרה ולכן 
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    כעת, נדרוש ש-r אנשים יהיו רפובליקנים. מס' האפשרויות לבחירת r רפובליקנים: 
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6. כמו בסעיף הקודם, אך הפעם בחירת המדגם היא עם החזרה.
   פתרון: כעת צריך לבחור n מתוך 
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   מס' האפשרויות לבחירת r רפובליקנים מתוך R: 
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   לזה יש להוסיף את המקדם הבינומי, שהרי לא חשוב סדר הבחירה. לכן: 
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משפט האיחוד:

עבור 2 קבוצות: 
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עבור 3 קבוצות: 
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הוכחה:
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2. נציב בנוסחה 1:
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המקרה הכללי:                      
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נוסחת "הכלה והדחה":               
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הסתברות כפונקציית קבוצות רציפה
סדרת מאורעות עולה: סדרת מאורעות 
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סדרת מאורעות יורדת: סדרת מאורעות 
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ע"פ ההגדרה: לכל 
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משפט: עבור סדרה עולה 
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הוכחה: ראשית נוכיח עבור 
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          כלומר: המאורע 
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המעברים התאפשרו מכך ש
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 היא סדרה יורדת של מאורעות אזי 
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מכאן נקבל: 
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פרק 3 - הסתברות מותנית
הגדרה: יהיו A ו-B שני מאורעות במרחב ההסתברות 
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דוגמאות:

1. בהטלת מטבע פעמיים נתון: 
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2. במשפחה 2 ילדים. ידוע שאחד מהם הוא בן. מה ההסתברות שבמשפה יש שני בנים?

פתרון:
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יהי A - קבוצת התוצאות שבהן יש שני בנים: 
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)

}

,

{

b

b

A

=


יהי B - קבוצת התוצאות שבהם יש לפחות בן אחד: 
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כמו"כ: 
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הערה: האינטואציה הייתה אומרת שיש כאן סיכוי של 50%, אבל זה רק במקרה שהיה ידוע לנו שהראשון הוא בן. כיון שידוע לנו שאחד מהם הוא בן אז מ-
[image: image176.wmf]W

ירדה האפשרות של שני בנות. לכן הסיכוי הוא 1 ל-3.
נוסחת הכפל
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הוכחה: ע"פ הגדרת ההסתברות המותנית:
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נוסחת ההסתברות השלמה
יהי 
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 מרחב הסתברות, ותהי 
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 סדרה סופית או אינסופית של מאורעות כך שמתקיים:

א. 
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מתקיים: 
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הוכחה: ע"פ נוסחת הכפל (ונוסחת הסתברות של איחוד מאורעות זרים)
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נוסחת בייס (Bayes) 
יהי 
[image: image187.wmf](
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 מרחב ההסתברות, ויהיו  
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 - סדרה של מאורעות זרים
ג. 
[image: image191.wmf]W

=

=

U

n

i

i

B

1


אזי לכל 
[image: image192.wmf]F

A

Î

 מתקיים: 
[image: image193.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

A

P

B

P

B

A

P

A

B

P

i

i

i

=


דוגמאות:

1. סטודנט ניגש למבחן אמריקאי בו m תשובות לכל שאלה, כך שההסתברות לנחש תשובה נכונה היא 
[image: image194.wmf]m

1

. ההסתברות 
    שהסטודנט יודע את התשובה בעצמו היא p. אם הסטודנט יודע את התשובה הוא מסמן אותה ואם הוא אינו יודע הוא 
    מנחש.

    מה ההסתברות שהסטודנט ידע את השאלה אם נתון שהוא סימן אותה?

    פתרון:
    נתון: 
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    נשתמש בנוסחת בייס:
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2. במפעל 3 מכונות לייצור צ'יפים. מכונה A מייצרת 40% מהצ'יפים, מכונה B מייצרת 35% מהצ'יפים, ומכונה C 
    מייצרת את השאר. כמו"כ ידוע שההסתברות שצ'יפ שיוצר הוא פגום היא 3% עבור מכונה A, 2% עבור מכונה B, ו  

    ו-1% למכונה C. אם מצאתי צ'יפ פגום, מה ההסתברות שמכונה C יצרה אותו.

    פתרון:

    נתון: 
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    כמו"כ נתון: 
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    אנו מחפשים את ההסתברות שצי'פ פגום הוא ממכונה C, כלומר: 
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    ע"פ נוסחת בייס: 
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. נותר לחשב את 
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. ע"פ נוסחת ההסתברות השלמה:
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לכן:                                      
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3. בארץ מסויימת יש 2 מפלגות פוליטיות A,B ושני עיתונים C,D. כל תושב תומך בדיוק במפלגה אחת וקורא בדיוק 
    עיתון אחד. מתוך סקר שנעשה עולים הפרטים הבאים:

      א. שמכלל האוכלוסיה 56% קוראים את עיתון C.

      ב. מתומכי מפלגה A 80% קוראים את עיתון C.

     ג. מתומכי מפלגה B 30% קוראים את עיתון C.

     על פי נתונים אלו לאיזו מפלגה יש יותר תומכים?

     פתרון:
     נתון: 
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     ולכן ע"פ נוסחת ההסתברות השלמה:
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הרצאה 3    8.11.2009
אי-תלות של מאורעות:
הגדרה: מאורעות A,B  נקראים בלתי תלויים אם מתקיים: 
[image: image218.wmf](
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. במילים: ההסתברות של  

          מאורע B בהינתן שקרה מאורע A הוא ההסתברות של מאורע B, כי מאורע A לא משפיע על מאורע B.

משפט: אם A,B מאורעות בלתי תלויים אזי:

               א. 
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הוכחה:
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ב.
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ג.
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הגדרה: מאורעות 
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נקראים בלתי תלויים הדדית אם מתקיים: 
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משפט:  אם 
[image: image227.wmf]C
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 הם מאורעות בלתי תלויים הדדית אזי: 
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הוכחה: צריך להוכיח: 
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דוגמא: במשפחה i ילדים. נתון: מאורע A - לפחות בן אחד  ובת אחת במשפחה. מאורע B - אין יותר מבת אחת 
          במשפחה. הוכח: אם i=2 אזי A,B תלויים. אם i=3 אזי A,B בלתי תלויים. אם i=4 אזי A,B תלויים.
פתרון:
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דוגמא: בעיית התרוששות המהמר:
שני מהמרים A,B מתערבים פעם אחר פעם על התוצאה המתקבלת בהטלה של מטבע. בכל הטלה אם מופיע H – אזי A מקבל אסימון מ-B, ואם מופיע T – אזי B מקבל אסימון מ-A. המשחק נמשך עד שהאסימונים אוזלים לאחד מהמשתתפים. ההטלות הן בלתי תלויות. בתחילת המשחק –A יש i אסימונים, ול-B יש N-i אסימונים.
נגדיר:        p         - ההסתברות לקבלת H. כלומר: ההסתברות ש-A יזכה.
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 - ההסתברות לקבלת T. כלומר: ההסתברות ש-B יזכה.

מהי ההסתברות ש-A יזכה בכל האסימונים?

פתרון:

נגדיר: E – המאורע שבו A זוכה בכל האסימונים. H – המאורע שבו בהטלה הראשונה התקבל ראש.
נגדיר את ההסתברות ל-E ע"י: 
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 באמצעות התניה בתוצאת ההטלה הראשונה ע"פ נוסחת ההסתברות השלמה:              
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כעת, אם בהטלה הראשונה התקבל H, אזי ל-A יש i+1 אסימונים ול-B יש 
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 אסימונים. כיון שההטלות הן בלתי תלוייות ובכולן הההסתברות ל-H היא שווה, אזי לפני ההטלה השניה יש ל-A אותה הסתברות לזכות בכל האסימונים כפי שהיה לו אילו היו לו בתחילת המשחק i+1 אסימונים. לכן:
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נגדיר תנאי שפה: 
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נפרט את המשוואה לכל 
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נחבר את i-1 המשוואות הראשונים ונקבל:
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ולכן:                                                                                             
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נחשב את 
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נציב את 
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 בנוסחא הכללית ונקבל:
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נסמן ב-
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את ההסתברות ש-B יזכה בכל האסימונים בהנחה שבהתחלה ל-A יש i אסימונים ול-B יש N-i אסימונים. מצב זה דומה למצב הקודם, אלא שצריך להחליף את p ב-q ואת i ב-
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כיון ש-
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כאשר 
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כלומר ההסתברות ש-A או B ינצחו היא 1. זה אומר שההסתברות שהמשחק ימשך לנצח היא 0!

פרק 4 - משתנים מקריים
לעיתים קרובות אוסף כל התוצאות של הניסוי אינו רלוונטי אלא דווקא פונקציות מסויימות על התוצאות. לדוגמא: אנו מעוניינים בכל התוצאות של הטלת שני קוביות שבהם סכום התוצאות של שני ההטלות הוא 7, ולא מעניין אותנו אם יצא 1,6 או 4,3 או 3,4 וכו'
כמו"כ לפעמים נתעניין במספר הפעמים שבהם יצאה תוצאה מסויימת, כגון: כמה פעמים יצאה תוצאה מתחת ל-5 וכו'

הגדרה: משתנה מקרי (מ"מ) הוא פונקציה ממשית המוגדרת על מרחב המדגם 
[image: image267.wmf]W

 של הניסוי. הוא מסומן בדר"כ באות לטינית גדולה. הערכים שהוא יכול לקבל מסומנים באות לטינית קטנה.

לדוגמא:                     הניסוי                                     המשתנה המקרי (מ"מ)
                           D – הטלת שני קוביות                    X – סכום התוצאות

                           D – הטלת מטבע 25 פעמים             X – מס' הראשים 

נניח שמטילים מטבע 3 פעמים ויהי X משתנה מקרי המונה את מס' הראשים שהתקבל.

קיימות 8 אפשרויות: 
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נערוך את הטבלה הבאה:
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 - הערכים שהמ"מ יכול לקבל
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פונקציית ההתפלגות המצטברת:
הגדרה: פונקציית ההתפלגות המצטברת של משתנה מקרי X מסומנת ע"י 
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משפט: הפונקציה  
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 הינה פונקציית התפלגות מצטברת אם ורק אם מתקיימים התנאים הבאים:

               א. 
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היא פונקציה לא יורדת, כלומר: אם 
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 רציפה מימין, כלומר: לכל מס' 
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הוכחה:

    א. אם 
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 אזי המאורעות 
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 מהווים סדרה עולה של מאורעות שהאיחוד שלהם הוא
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    ב. אם 
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 ולכן ההסתברות של המאורע המוכל לא יכולה 
        להיות יותר גדולה מההסתברות של המאורע המכיל.
    ג. אם 
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משפט: לכל 
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הוכחה:
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דוגמא:
נניח שאנו מבצעים ניסוי שבו אנו מטילים מטבע עד אשר מופיע HEAD לראשונה. כאשר ההסתברות לקבלת HEAD היא 
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וכאשר המ"מ X הוא מספר ההטלות עד אשר מופיע HEAD לראשונה. מהי פונקציית ההסתברות 
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)

x

X

P

=

ומהי ההתפלגות המצטברת
[image: image309.wmf](

)

x

F

x

?
פתרון:

[image: image310.wmf](

)

(

)

1

1

,...

2

,

1

-

-

=

=

=

x

p

p

x

X

P

x


הסבר: ההסתברות להצלחה היא 
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, ולכישלון
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. כיון שיש x-1 הטלות עד להצלחה ההסתברות היא 
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 להטלות הראשונות (כשלון) ו-
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 להצלחה בהטלה האחרונה.
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הרצאה 4    15.11.2009

משתנים מקריים בדידים:
הגדרה: משתנה מקרי היכול לקבל לכל היותר מס' בן מניה של ערכים נקרא משתנה מקרי בדיד.

מגדירים פונקציית הסתברות של מ"מ בדיד X ע"י: 
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באופן הבא: X מקבל את הערכים 
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   ומתקיים: 
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תכונות של משתנה מקרי בדיד:
א. תוחלת: 
        אם X הוא מ"מ בדיד שיש לו פונקציית הסתברות 
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 אזי התוחלת של X או 
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        כלומר: התוחלת היא ממוצע משוקלל של ההסתברויות של הערכים השונים של X.

דוגמאות:
1. בקוביה הערכים האפשריים הם 1,2,3,4,5,6 ההסתברות לקבלת כל מספר היא 
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 לכן אם נטיל קוביה הערך 
    הממוצע שנקבל הוא: 
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. בעצם אם נטיל את הקוביה
   
[image: image325.wmf]¥

 פעמים – ממוצע ההטלות שלנו ישאף ל-
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    הערה: תוחלת יכולה להיות גם שלילית כי היא תלויה לא רק בהסתברות אלא גם בערך עצמו. לדוגמא: אם נחשב את 
    תוחלת הרווח במילוי כרטיס לוטו נקבל ערך שלילי.

2. נתון המ"מ הבא: 
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    אזי התוחלת היא: 
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תוחלת של פונקצייה של משתנה מקרי בדיד:

משפט: אם X הוא מ"מ בדיד המקבל את הערכים 
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 בהתאמה אזי לכל פונקציה ממשית 
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הוכחה:

נסמן:
[image: image334.wmf](
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מייצג את הערכים השונים של 
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דוגמא:
נתון המ"מ 
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בעצם מקבצים את כל ה-Y שמקבלים את אותו הערך.

הערה: הפונקציה
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 היא פונקציה של משתנה מקרי ולא של מספר קבוע!

משפט: אם 
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הוכחה: 
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הביטוי הראשון הוא הגדרת התוחלת עבור מ"מ X. הביטוי השני הוא b משום שסכום ההסתברויות של הערכים האפשריים של המ"מ הוא 1.
הערה: התוחלת 
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נקראת גם המומנט הראשון של X. ובאופן כללי: 
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ב. שונות:
    הגדרה: יהי X מ"מ בדיד שתוחלתו 
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    נפתח את הגדרת השונות. נסמן: 
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    מטעמי נוחות נעדיף להשתמש בפיתוח הזה: 
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    הסבר: אנחנו מצפים ש-X יקבל ערכים בסביבה של התוחלת שלו: 
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    האפשרית של הערכים ש-X מקבל באמצעות גודל שהגדרתו מבוססת על ההפרשים בין X ובין התוחלת שלו. כיון   

    שקיימת אי נוחות מתמטית לעבוד עם 
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 שהרי הוא אינו גזיר במקומות מסויימים, נשתמש בריבוע המרחק: 
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דוגמא:
בקוביה הערכים ש-X מקבל הם: 
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משפט: אם 
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הוכחה: 
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התפלגויות מיוחדות של מ"מ בדיד:
התפלגות בינומית:
הקדמה: ניסוי שיש לו שתי תוצאות אפשריות – הצלחה(1) או כישלון(0) נקרא "ניסוי ברנולי". X הוא מ"מ ברנולי.
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כעת נניח שעורכים n ניסויי ברנולי, כאשר ההסתברות להצלחה בכל ניסוי היא p. n הניסויים הם בלתי תלויים. א"כ, המ"מ הסופר את מספר ההצלחות ב-n ניסויים נקרא מ"מ בינומי. כאשר X מתפלג בינומית מסמנים: 
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הסבר: יש k הצלחות ולכן 
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לפיכך, עבור k=1 נקבל שהתוחלת של מ"מ בינומי:  
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עבור k=2 נקבל: 
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שונות של משתנה מקרי בינומי:
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ניתן לסמן: 
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דוגמא:

נתון שההצלחה בניתוח היא 40%. רופא מבצע 6 ניתוחים זהים ובלתי תלויים בזה אחר זה.

1. מה ההסתברות שיצליח בשלושה ניתוחים בדיוק?
2. מה ההסתברות שיצליח בשלושה ניתוחים לפחות.

3. מה ההסתברות שמספר הניתוחים שבהם הצליח יהיה שונה ממספר הניתוחים שלא הצליח?
פתרון: נגדיר: 
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 - מ"מ בינומי הסופר את מספר ההצלחות בניתוח. לפיכך: 
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      ב. 
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משפט: יהי 
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הוכחה: נבחן את המנה: 
[image: image389.wmf](

)

(

)

1

-

=

=

k

X

P

k

X

P

 ונמצא עבור אלו ערכים של k המנה גדולה או שווה ל-1 (כלומר המונה גדול מהמכנה)
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נדרוש:
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התפלגות גיאומטרית:
כאשר מבצעים ניסויים חוזרים ובלתי תלויים, שתוצאת כל אחד מהם היא הצלחה בהסתברות  - p
[image: image392.wmf](
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 או כישלון. אזי מספר הניסויים שיש לבצע עד ההצלחה הראשונה מוגדר ע"י מ"מ 
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פונקציית ההסתברות של מ"מ גיאומטרי: 
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הסבר: כדי שההצלחה תבוא בניסוי ה-k צריך k-1 כשלונות בהסתברות 1-p והצלחה אחת בהסתברות p. כיון 
        שההצלחה באה תמיד לאחר הכישלון לא נוסיף את מקדם הסדר.
תוחלת של מ"מ גיאומטרי:
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במילים: כאשר חוזרים ומבצעים ניסויים בלתי תלויים בזה אחר זה כאשר לכל ניסוי הצלחה בהסתברות p אזי תוחלת מס' הניסויים שיש לבצע עד ההצלחה הראשונה שווה 
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.

לדוגמא:

תוחלת מס' הפעמים שיש להטיל קוביה עד לקבלת המס' 4 הוא: 
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הרצאה 5   22.11.2009
התפלגות גיאומטרית:
כאשר מבצעים ניסויים חוזרים ובלתי תלויים, שתוצאת כל אחד מהם היא הצלחה בהסתברות 
[image: image398.wmf]p

, או כישלון בהסתברות 
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)

q

p

=

-

1

. אזי מספר הניסויים שיש לבצע עד ההצלחה הראשונה מוגדר ע"י מ"מ 
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פונקציית ההסתברות של מ"מ גיאומטרי: 
[image: image401.wmf](
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בשיעור שעבר ראינו שהתוחלת של מ"מ גיאומטרי היא: 
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שונות של משתנה מקרי גיאומטרי:
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ולכן:
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לסיכום, אם 
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התפלגות בינומית שלילית
נניח שמבצעים ניסויים חוזרים ובלתי תלויים שתוצאת כל אחד מהם היא הצלחה בהסתברות 
[image: image408.wmf]p

, או כישלון בהסתברות 
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)

q

p

=

-

1

. נגדיר משתנה מקרי X להיות: מספר הניסויים שיש לבצע עד שיהיו בדיוק r הצלחות. פונקציית ההסתברות של המשתנה המקרי X היא: 
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הסבר: אם n הוא מספר הניסויים שיש לבצע עד שיהיו r הצלחות, אזי ההסתברות לכך היא כדלהלן: צריך לסדר r-1 הצלחות ב-n-1 ניסויים, כלומר: 
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 ישנם r-1 הצלחות בהסתברות p כלומר: 
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 כשלונות בהסתברות 1-p, לכן:
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ולכן: 
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 כאשר r - מס' ההצלחות, p - ההסתברות להצלחה.

חשוב להדגיש ש-X יכול לקבל ערכים: 
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 אזי כל r הניסויים הראשונים הם הצלחות וכן הלאה.

תוחלת של התפלגות בינומית שלילית:
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הסבר: סכימה של כל ההתפלגויות הבינומיות השליליות תיתן 1. (אנו סוכמים את ההסתברות לכל האפשרויות)
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 הצלחות שההסתברות להן היא 
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שונות של התפלגות בינומית שלילית:
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בתוך הסכום קיבלנו 
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 ולכן המכפלה הזו היא התוחלת.
לכן:                                                                            
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דוגמאות:

1.   א. מטילים מטבע הוגן עד לקבלת 4 עצים. מה ההסתברות שהטילו את המטבע 6 פעמים?
     ב. חזרו על ניסוי א. 7 פעמים. מה ההסתברות שבדיוק 3 פעמים מס' ההטלות היה 6?

     ג. בצעו את ניסוי ב. עד שמס' ההטלות יצא בדיוק 6 פעמים. מה ההסתברות שחזרו על הניסוי 4 פעמים.

פתרון:

     א.  
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     ב. 
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     ג. כאן ההתפלגות היא גיאומטרית. בסעיף א חישבנו שההסתברות ל-6 הטלות של 4 עצים היא: 
[image: image432.wmf]64
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. אנחנו 
        רוצים שיבוצעו 4 ניסויים כאלה, כלומר היו 3 כשלונות והרביעי היה מוצלח. לכן: 
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2. בנך המתמטיקאי מעשן ללא הפסקה. יש 2 חפיסות גפרורים, אחת בכיס השמאלי ואחת בכיס הימני – כל חפיסה 
    מכילה N גפרורים. כשהוא צריך גפרור הוא נוטל אותו מאחת משתי החפיסות באותה הסתברות. נדון ברגע בו בנך 
    מגלה לראשונה שאחת החפיסות ריקה. מה ההסתברות שבחפיסה השנייה יש באותו רגע k גפרורים (k=1,2,3…N)

  פתרון:

    ניקח אפשרות שכל k הגפרורים נמצאים בכיס הימני, ולבסוף נכפיל ב-2 בגלל שאותה אופציה קיימת רק הכיסים     

    הפוכים.

    נסמן ב-E את המאורע שבנך מגלה שהחפיסה בכיס הימני ריקה ושבאותה עת יש k גפרורים בכיס השמאלי. מאורע   

    זה יתרחש אם ורק אם החפיסה הימנית תיבחר בפעם ה-
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 באותו זמן החפיסה השנייה נבחרה כבר 
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    פעמים ולכן המאורע יתרחש בניסוי ה-
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. בכל שלב בנך נוטל גפרור מהחפיסה הימנית בהסתברות
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. לכן, ניתן לומר שיש כאן התפלגות בינומית שלילית כאשר יש לנו 
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 הצלחות (נטילה מהחפיסה 
    הימנית) בהסתברות 
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התפלגות היפר גיאומטרית

בוחרים באקראי (ללא חזרה) מדגם בגודל n מתוך כד המכיל N כדורים כך שיש m כדורים לבנים והשאר 
[image: image441.wmf](
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 כדורים שחורים. X הוא משתנה מקרי הסופר את מס' הכדורים הלבנים שנבחרו. לכן פונקציית ההסתברות היא:
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הסבר: אנחנו בוחרים n כדורים מתוך N ואנחנו רוצים שיבחרו k 
         כדורים לבנים והיתר,

כלומר: 
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 שחורים. האפשרויות לבחירת k כדורים לבנים מתוך m כדורים לבנים 

שבכד הם 
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 כדורים שחורים מתוך 
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 כדורים שחורים שבכד הם: 
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. לכן סה"כ מס' האפשרויות למאורע הם: 
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תוחלת של התפלגות היפר גיאומטרית:
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       הסבר: קיבלנו התפלגות היפר גיאומטרית. סכום כל ההתפלגויות שווה 1 ולכן הוא מתבטל.

שונות של התפלגות היפר גיאומטרית:
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כאשר:
[image: image454.wmf]N

m

p
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 ו-m,N גדולים מאוד מ-n,i נקבל התפלגות בינומית – הראשונה שלמדנו.

דוגמאות:

1. בקופסה ישנם 1000 צ'יפים. 100 מהם תקולים.

א. הוציאו מדגם של 7 צ'יפים.מה ההסתברות ש-2 מהם תקולים?

ב. אם הוציאו צי'פ אחד. מה ההסתברות שהוא פגום?

פתרון:

   א.         
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   ב.     
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2. באיזור מסוים יש N דובים. כדי לאמוד את גודל האוכלוסיה לוכדים m דובים, מסמנים אותם, ומשחררים אותם 
    לאחר תקופה כלשהי. לאחר שהדובים התפזרו במרחב חוזרים ולוכדים n דובים באופן אקראי.

    נסמן ב-X את מס' הדובים המסומנים שנלכדו בפעם השניה. נניח שאוכלוסיית הדובים לא השתנתה בין שני הלכידות. 
    כמו"כ לכל דוב יש את אותה הסתברות להילכד. מהי ההסתברות שנלכדו k דובים מסומנים בפעם השניה?

    פתרון:                                   
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    המטרה היא לאמוד את N. נלמד בהמשך כי אומד סביר וטוב ל-N הוא כאשר משאיפים את 
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 לערך   

    המקסימלי:
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המקסימום יתקבל כאשר 
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לדוגמא: נניח שתפסנו בפעם הראשונה 
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 דובים. ובפעם השניה תפסנו 
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 דובים שמהם 4 היו מסומנים. לפיכך נעריך את מס' הדובים ב: 
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התפלגות פואסון
נניח שמאורע מסויים מתרחש בממוצע פעם בn- דקות, או בקצב 
[image: image470.wmf]l

 לדקה. 
משתנה מקרי X הסופר את מס' המאורעות k שיתרחשו במשך יחידה מסויימת (לדוג' יחידת זמן) כאשר קצב ההתרחשות הממוצע של המאורע הוא 
[image: image471.wmf]l

 - מתפלג באופן פואסוני. נסמן: 
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 - הוא תוחלת מס' המאורעות ליחידה.

פונקציית ההסתברות של משתנה מקרי פואסוני: 
[image: image474.wmf](
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דוגמא: למסיבה נכנסים אנשים בקצב של 1 לכל שתי דקות בממוצע.

1. מה ההסתברות שלא נכנס אף אדם בין השעות 12:00 ל-12:05 

2. מה ההסתברות שלפחות 3 אנשים נכנסו בין 12:00 ל-12:10.
פתרון:

         א. נכנסים 1 לכל שתי דקות, ב-5 דקות נכנסים 2.5, לכן: 
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         ב. נכנסים 1 לכל שתי דקות, ב-10 דקות נכנסים 5, לכן: 
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[image: image478.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

875

.

0

!

2

5

!

1

5

!

0

5

1

2

1

0

1

3

2

1

0

5

=

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

-

=

=

-

=

-

=

-

=

³

-

e

X

P

X

P

X

P

X

P


תוחלת של משתנה מקרי פואסוני:

[image: image479.wmf](
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שונות של משתנה מקרי פואסוני:
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התפלגות אחידה בדידה
כאשר ישנם N אפשרויות מ-1 עד N ולכל אפשרות סיכוי שווה של 
[image: image484.wmf]N
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 אזי המשתנה המקרי הבודק איזו אפשרות התרחשה מתפלג באופן אחיד ובדיד. הסימון: 
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  .   פונקציית ההסתברות: 
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תוחלת של התפלגות אחידה בדידה:
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שונות של התפלגות אחידה בדידה:
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הרצאה 6   29.11.2009

קירוב פואסון לבינומי

ראינו שמשתנה מקרי הסופר את מספר ההצלחות ב-n ניסויים עם הסתברות p נקרא: משתנה בינומי.

ראינו שמשתנה מקרי הסופר את מס' המאורעות שהתרחשו במשך יחידה מסויימת כאשר קצב ההתרחשות הממוצע של המאורע הוא 
[image: image490.wmf]l

 - נקרא: משתנה מקרי פואסוני.
ניתן להשתמש במשתנה מקרי פואסוני כקירוב למשתנה מקרי בינומי עם הפרמטרים 
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 כאשר n גדול מאוד ו-p קטן מאוד. זה יקרה אם 
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ראינו שתוחלת של משתנה בינומי היא: 
[image: image493.wmf]np

. ותוחלת של משתנה פואסוני היא: 
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אז מתקיים: 
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הוכחה:
אם 
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אזי ראינו שפונקציית ההסתברות היא:                              
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קיבלנו פונקציית הסתברות של התפלגות פואסונית!

משתנים מקריים רציפים
משתנה מקרי רציף הוא משתנה המקבל ערכים ממשיים כלשהם על פני קטע כלשהו או על פני כל הישר. במקרה כזה, ההסתברות ש-X יקבל ערך 
[image: image499.wmf]0
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 מסויים היא 0 משום ש-X יכול לקבל 
[image: image500.wmf]¥

 ערכים על פני קטע כלשהו.

הגדרה: X נקרא משתנה מקרי רציף אם קיימת פונקציה אי-שלילית 
[image: image501.wmf]f

 המוגדרת לכל 
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 כך שמתקיים:

1. 
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2. לכל קבוצה B של מספרים ממשיים פונקציית ההסתברות מקיימת: 
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 נקראת פונקציית הצפיפות של X. ההסתברות ש-x יהיה מספר בין a ל-b היא השטח

שמתחת לפונקציה 
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תכונות משתנה מקרי רציף: (באנלוגיה למשתנה מקרי בדיד)

א. 
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 - כלומר: ההסתברות ש-x הוא מספר כלשהו היא 1.

ב. תוחלת של משתנה מקרי רציף: 
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 וכמו"כ מתקיים: 
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ג. שונות של משתנה מקרי רציף: 
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ד. פונקציית ההתפלגות המצטברת היא: 
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. זאת פונקציה המוגדרת לכל 
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פונקציית ההתפלגות המצטברת היא פונקציה גזירה ומתקיים: 
[image: image515.wmf](
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. כלומר: הנגזרת של פונקציית ההפלגות המצטברת היא פונקציית הצפיפות.

דוגמא:
יהי X משתנה מקרי רציף בעל פונקציית הצפיפות הבאה: 
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א. מצא את c.           ב. מצא את פונקציית ההתפלגות המצטברת.

פתרון:
א. 
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ב. 
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התפלגות אחידה רציפה
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יהי X משתנה מקרי רציף. אם X מוגדר לקבל ערכים בקטע 
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 כך שלכל ערך יש את אותה ההסתברות אזי X מתפלג באופן אחיד. נסמן: 
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פונקציית הצפיפות של משתנה מקרי אחיד: 
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פונקציית ההתפלגות המצטברת היא:          
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התוחלת היא:                                                         
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השונות היא:                                   
[image: image525.wmf](
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התפלגות מעריכית רציפה
יהי X משתנה מקרי מעריכי (אקספוננציאלי). X מתאר את זמן ההמתנה עד למופע הראשון של המאורע (כאשר זרם המופעים הינו פואסוני, כלומר: קצב ההתרחשות הממוצע של המופע הוא 
[image: image526.wmf]l

). נסמן: 
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פונקציית הצפיפות של משתנה מקרי מעריכי היא: 
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פונקציית ההתפלגות המצטברת היא:                               
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ולכן:                                                           
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התוחלת היא:                           
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תוחלת של התפלגות גאמא:          
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שונות של התפלגות גאמא:    
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תוחלת של התפלגות נורמלית:                        
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משפט: אם X הוא משתנה מקרי נורמלי עם פרמטרים 
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התפלגות נורמלית היא התפלגות סימטרית סביב התוחלת. כאשר ההתפלגות היא נורמלית סטנדרטית לא צריך לחשב ישירות את האינטגרל אלא קיימת טבלה מוכנה.
דוגמא:

מס' הבדיקות המגיעות למעבדה מסויימת ביום מתפלג נורמלית עם תוחלת של 120

וסטיית תקן של 20.

א. מצאו את המאיון העליון של מס' הבדיקות היומי.

ב. מה ההסתברות שבסה"כ ב-25 ימי עבודה בחודש מגיעות לפחות 3150 בדיקות?

פתרון:

א. המאיון העליון = האחוז העליון ביותר שיש, כלומר: אנחנו מחפשים 
[image: image614.wmf](
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 - מחפשים את ה-a שיושב בהסתברות המצטברת של האחוז ה-99.
שלב ראשון: מעבירים להתפלגות נורמלית: 
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אנחנו יודעים ש-
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, ולכן נוכל לומר ש: 
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 על כל אחד מן האגפים ונקבל:
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נפעיל פונקציה הופכית ונקבל: 
[image: image620.wmf]326
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(חיפשנו בטבלה איפה ההסתברות המצטברת היא 0.99)

ולכן: 
[image: image621.wmf]52
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=

a

, כלומר: מס' הבדיקות העליון הוא כ-167.

ב. כל יום - מס' הבדיקות שמגיעות למעבדה זה המשתנה המקרי X ואנחנו מחפשים סכום של X.
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קירוב לפלס - קירוב נורמלי להתפלגות בינומית
יהי 
[image: image624.wmf](
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. כאשר n גדול ההתפלגות של משתנה מקרי בינומי קרובה להתפלגות של משתנה נורמלי השווה לו בתוחלת ובשונות. כלומר: אם נבצע תקנון למשתנה הבינומי: נחסיר את התוחלת ונחלק בסטיית התקן (שורש השונות) - אזי פונקציית ההתפלגות המצטברת של המשתנה המקרי המתוקנן (שתוחלתו 0 ושונותו 1) שואפת לפונקציית ההתפלגות המצטברת הנורמלית הסטנדרטית כאשר 
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משפט הגבול של דה מואבר-לפלס: יהי X מספר ההצלחות המתקבלות כאשר מבצעים n ניסויים בלתי תלויים שלכל אחד מהן הסתברות להצלחה p. אזי לכל 
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 מתקיים:
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זהו מקרה פרטי של משפט הגבול המרכזי, שעליו נלמד בהמשך.
למעשה, בהתפלגות בינומית כאשר 
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 נוכל לקרב את המשתנה המקרי הבינומי להתפלגות נורמלית ע"י:
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כלומר: אם 
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כיון שביצענו מעבר מהתפלגות בדידה להתפלגות רציפה יש צורך לבצע תיקון רציפות:
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קירוב נורמלי לפואסון
יהי 
[image: image638.wmf](
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 ניתן לקרב את X להתפלגות נורמלית ע"י: 
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פרק 6 - התפלגות משותפת של מ"מ בדידים
לעיתים קרובות אנו מעוניינים בהסתברויות של מאורעות המוגדרים באמצעות שני משתנים מקריים או יותר. כדי לדון בהסתברות כזאת נגדיר לכל שני משתנים מקריים X,Y את פונקציית ההתפלגות המצטברת המשותפת של X,Y:
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מתוך פונקציית ההתפלגות המצטברת המשותפת ניתן לחלץ את פונקציית ההתפלגות המצטברת של X באופן הבא:
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[image: image643.wmf](
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 תמיד מתקיים ולכן הוא 1. לכן:


[image: image644.wmf]{

}

{

}

(

)

(

)

¥

=

=

£

£

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

£

£

=

¥

®

¥

®

¥

®

,

,

lim

,

lim

,

lim

x

F

y

x

F

y

Y

x

X

P

y

Y

x

X

P

y

y

y


באותה הדרך ניתן להגיע לפונקציית ההתפלגות המצטברת של Y.

פונקציית ההתפלגות המצטברת 
[image: image645.wmf](
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נקראת פונקציית ההתפלגות השולית של X,Y בהתאמה.
ניתן תיאורטית לחשב שאלות על הסתברות משותפת של X ו-Y באמצעות פונקציית ההתפלגות המשותפת שלהם.

לדוג':                                                       
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פונקציית ההסתברות המשותפת: אם X,Y משתנים מקריים בדידים, מגדירים את פונקציית ההסתברות המשותפת שלהם ע"י:         
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ניתן לקבל מ-
[image: image649.wmf](
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 את פונקציית ההסתברות של X באופן הבא:   
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ובאופן דומה פונקציית ההסתברות של Y:                                     
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נסדר את האפשרויות השונות בטבלה:
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בכל משבצת יש לנו את ההסתברות ל-
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 מסויים, כלומר: 
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כאשר  נרצה לדעת מה ההסתברות 
[image: image655.wmf](
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 נסכום את כל ערכי ה-y  על פני כל השורה של 
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כאשר נרצה לדעת מה ההסתברות 
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 נסכום את כל ערכי ה-x על פני כל העמודה של 
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דוגמא:
אחוז התפוחים הפגומים של שנה מסויימת היה 30%. כדי לבדוק משלוח של תפוחים לחו"ל, בודקים באופן מקרי בזה אחר זה (עם החזרה) עד שמגלים לראשונה 2 תפוחים פגומים. אבל לא בודקים יותר מ-4 תפוחים.

נגדיר: 
[image: image659.wmf]X

 =מס' התפוחים הכולל שנבדקו. 
[image: image660.wmf]Y

 = מס' התפוחים הפגומים בבדיקה.

Y מקבל את הערכים: 0,1,2 ו-X מקבל את הערכים 2,3,4    מצא את 
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 שבטבלה הנ"ל:
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פתרון: ההסתברות למציאת תפוח פגום היא 0.3. ההסתברות למציאת תפוח שלם היא 0.7
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: אפשרות זאת מתארת בדיקה של 3 תפוחים ומציאת 2 מתוכם פגומים: 
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 כאשר הוספנו את מקדם הסדר (השמטנו אפשרות אחת שהרי לא ייתכן שהתפוח האחרון שנבדק היה תקין)
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: אפשרות זאת מתארת בדיקה של 4 תפוחים ומציאת 1 מתוכם פגומים: 
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 כאשר הוספנו את מקדם הסדר (כאן לא השמטנו את האפשרות האחרונה משום שייתכן כי התפוח האחרון היה פגום.)
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: אפשרות זאת מתארת בדיקה של 4 תפוחים ומציאת 2 פגומים: 
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 (כאן שוב השמטנו אפשרות אחת ממקדם הסדר כי לא ייתכן שהתפוח האחרון שנבדק היה תקין)
התפלגות משותפת של מ"מ רציפים
הגדרה: למשתנים המקריים הרציפים X,Y יש התפלגות משותפת רציפה אם קיימת פונקציה אי-שלילית 
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 המוגדרת לכל 
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 כך שלכל קבוצה B של זוגות מספרים ממשיים מתקיים:
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הפונקציה 
[image: image671.wmf](
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 נקראת פונקציית הצפיפות המשותפת של X ו-Y.

אם A,B קבוצות כלשהן של מספרים ממשיים, אזי נגדיר: 
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כיון שמתקיים:                                               
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אזי ע"י גזירה נובע כי:                                               
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כמו"כ, ניתן לקבל את פונקציית הצפיפות של כל אחד מהמשתנים X,Y באופן הבא:
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כיון שמתקיים: 
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 פונקציית הצפיפות של X
באותו אופן מתקיים לגבי Y:                           
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לשתי הפונקציות האלה קוראים פונקציית הצפיפות השולית של X ושל Y בהתאמה.
אי-תלות של משתנים מקריים בדידים
הגדרה: יהיו X,Y מ"מ דו-מימדי המקבל את הערכים 
[image: image680.wmf](
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. X ו-Y הם מ"מ בלתי תלויים אם לכל 
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 מתקיים:
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כלומר: ההסתברות המשותפת שווה למכפלת ההסתברויות השוליות.

על מנת לדעת אם X ו-Y הם מ"מ בלתי תלויים יש לבדוק בטבלה האם מכפלת כל צירוף אפשרי של ההסתברויות השוליות של X ושל Y שווה לערך שנמצא בתא המשותף:

בטבלה שהראינו לעיל זה לא מתקיים:                 
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הערה: ברגע שיש אפסים בטבלה ניתן לומר בבירור כי המשתנים X,Y תלויים.

אי-תלות של משתנים מקריים רציפים
הגדרה: יהי X,Y מ"מ דו-מימדי רציף כך שקיימות פונקציות הצפיפות השולית 
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אזי X ו-Y בלתי תלויים אם:
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דוגמא - מבחן תשס"ט מועד ב שאלה 2:
נתונה פונקציית צפיפות משותפת של X,Y:    
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1. הראה שזוהי אכן פונקציית צפיפות משותפת.

2. חשב את פונקציות הצפיפות השוליות של X ושל Y: 
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3. מצא את 
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4. מצא את 
[image: image693.wmf](

)

X

E

 ואת 
[image: image694.wmf](

)

Y

E


פתרון:

א. נבדוק שזוהי אכן פונקציית צפיפות משותפת, כלומר: האינטגרל הכפול על כל השטח צריך להיות 1:
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ב. נמצא פונקציית צפיפות של X ופונקציית צפיפות של Y:
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את Y נחשב אותו הדבר רק עם גבולות של X:
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ג. נחשב את 
[image: image698.wmf](
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: זה בעצם פונקציה חסומה, Y חסום ע"י 0 וע"י X: 
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הרצאה 8   20.12.2009

פרק 7 - תוחלת מותנית של משתנה מקרי בדיד
הגדרה: אם X,Y הם משתנים מקריים בדידים שיש להם פונקציית הסתברות משותפת 
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 אזי פונקציית ההסתברות המותנית של X בהינתן 
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הגדרה: אם אם X,Y הם משתנים מקריים בדידים שיש להם פונקציית הסתברות משותפת 
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 אזי התוחלת המותנית של X בהינתן 
[image: image705.wmf]y

Y

=

 מוגדרת לכל 
[image: image706.wmf](

)

0

>

=

y

Y

P

ע"י:


[image: image707.wmf][

]

(

)

å

=

=

x

y

x

xp

y

Y

X

E


תוחלת מותנית של משתנה מקרי רציף
הגדרה: אם X,Y הם משתנים מקריים רציפים שיש להם פונקציית צפיפות משותפת 
[image: image708.wmf](

)

y

x

f

,

 אזי פונקציית ההסתברות המותנית של X בהינתן 
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הגדרה: אם אם X,Y הם משתנים מקריים רציפים שיש להם פונקציית צפיפות משותפת 
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 אזי התוחלת המותנית של X בהינתן 
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משפט: ניתן לחשב תוחלת ע"י התניה באופן הבא: 
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במקרה הבדיד:               
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במקרה הרציף:                  
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שונות מותנית
הגדרה: השונות של משתנה מקרי X בהינתן ערך של Y הוא:                             
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נפעיל תוחלת על שני האגפים ונקבל:         
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(1)
כמו"כ ע"פ הגדרת השונות מתקיים:  
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(2)
נחבר את המשוואות ונקבל:        
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נוסחת השונות המותנית:                              
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כלומר: השונות של X שווה לתוחלת השונות המותנית + שונות התוחלת המותנית

שונות משותפת
משפט: יהיו X ו-Y משתנים מקריים. אזי מתקיים:                      
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משפט: יהיו X ו-Y משתנים מקריים בלתי תלויים עם פונקציית צפיפות: 
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 אזי מתקיים:
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הגדרה: יהיו X ו-Y משתנים מקריים. אזי השונות המשותפת (Covariance) של X ו-Y מוגדרת ע"י:
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משפט: קיימת נוסחה חלופית לשונות משותפת:  
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הוכחה:                       
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תוחלת של מ"מ היא מספר קבוע ולכן כאשר מחשבים תוחלת של תוחלת - ניתן להוציא את הקבוע החוצה:
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הגדרה: יהיו X ו-Y משתנים מקריים. אזי השונות של סכומן/הפרשן היא:
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משפט: יהיו X ו-Y משתנים מקריים בלתי תלויים. אזי מתקיים:                                      
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הוכחה:                               
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השתמשנו באי-תלות כדי להפריד את ההסתברויות.

הערה: אם X,Y הם מ"מ בלתי תלויים אזי 
[image: image738.wmf](
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באופן כללי: כאשר נתונים n מ"מ תלויים 
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כאשר נתונים n מ"מ בלתי תלויים 
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מטריצת ה-cov: מסומנת 
[image: image744.wmf]S

/

 ונקראת מטריצת השונויות המשותפות
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על האלכסון נקבל את השונות ובצדדים נקבל cov. זו מטריצה סימטרית.

אינדיקטור/משתנה מציין:
נגדיר משתנה מציין של המאורע k ע"י: 
[image: image746.wmf]k
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דוגמא: המזכירה הרשלנית: מזכירה מחלקת n מכתבים באקראי ל-n כתובות שונות. מה תוחלת מספר המכתבים המגיעים ליעדם?

פתרון: נגדיר את האינדיקטור: 
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יהי X מ"מ המציין את מספר המכתבים שהגיעו ליעדם. כלומר: 
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קיבלנו שלא משנה מה כמות המכתבים בממוצע רק מכתב אחד מגיע ליעדו!

משפט: יהיו
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 שני אינדיקטורים. אזי: 
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הוכחה:                     
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משפט: יהיו 
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דוגמא: יהי 
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ניעזר בנוסחת ההסתברות המותנית: 
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הערה: 
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מקדם מתאם
הגדרה: מקדם מתאם בין שני מ"מ X,Y מסומן ע"י: 
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מקדם המתאם נקרא גם מקדם השתנות. הוא בודק קורלציה בין 2 משתנים , כלומר: הוא בודק את השתנותו של משתנה X כתוצאה משינוי של Y וכן להיפך.

בעצם אנו בודקים את הכיוונים של ההשתנות של X ו-Y, כלומר: אם X ו-Y יורדים/עולים יחד הקשר הוא ישר ו-
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קבועים של חיבור או מכפלה אינם משפיעים על מקדם המתאם אלא רק ישנה את הסימן (חיבור - מזיז את הצירים, הכפלה - משנה סימן)
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הרצאה 9     3.1.2010
פונקציה יוצרת מומנטים
הגדרה: פונקציה יוצרת מומנטים (פי"מ) של מ"מ X מוגדרת לכל 
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t – נקודה שבחרנו. X – המשתנה המקרי.
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 נקראת פי"מ משום שניתן לקבל ממנה את כל המומנטים של X, ע"י חישוב נגזרותיה ומציאת הערך של הנגזרת בנקודה 
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הערה: ניתן לעשות את הנ"ל רק כאשר אפשר להפוך את סדר פעולת הגזירה. כלומר:


[image: image797.wmf](

)

(

)

[

]

å

å

=

¶

¶

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

¶

¶

x

tx

x

tx

x

X

P

e

t

x

X

P

e

t


המומנט הראשון הוא מהצורה:                              
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המומנט הוא לפי x והגזירה היא לפי t.

המומנט השני הוא מהצורה:                             
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המומנט ה-n-י הוא מהצורה:                         
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פי"מ מאפיינת (קובעת באופן יחיד) את התפלגות המשתנה המקרי. כלומר: לכל התפלגות ישנה פי"מ המיוחדת רק לה.

דוגמאות:
1. התפלגות בינומית עם הפרמטרים n,p:
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נחשב מומנטים:

מומנט 1:                                                                     
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מומנט 2:                        
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2. התפלגות מעריכית עם הפרמטר 
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כדי שהאינטגרל יתכנס נפתור עבור 
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כלומר: אם 
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3. התפלגות נורמלית סטנדרטית עם הפרמטרים 0,1:
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כידוע אינטגרל על פונקציית הצפיפות של התפלגות נורמלית נותן 1, ולכן:                
[image: image815.wmf](

)

2

1

2

2

2

2

2

2

1

t

t

x

t

e

dx

e

e

=

=

=

¥

¥

-

-

-

ò

4

4

8

4

4

7

6

p


כעת נוכל לחשב פי"מ עבור התפלגות נורמלית רגילה 
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נחשב מומנטים:

מומנט 1:                                                                              
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מומנט 2:                                              
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קונבולוציה
הגדרה: תהיינה 
[image: image822.wmf]R

Z

q

p

®

+

:

,

 שתי פונקציות. הקונבולוציה של 
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 מוגדרת ע"י:
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משפט: יהיו X,Y משתנים מקריים בלתי תלויים. אזי: 
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הוכחה:                                                                       
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כיון ש-X,Y בלתי תלויים אזי:                               
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דוגמאות:

1. נתונים שתי משתנים מקריים 
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קיבלנו התפלגות פואסונית עם הפרמטר 
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2. נתונים שני משתנים מקריים 
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 בלתי תלויים. כיצד מתפלג 
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קיבלנו התפלגות בינומית: 
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)

p

m

n

Y

X

,

Bin

~

+

+


3. נתונים שני משתנים מקריים 
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 בלתי תלויים. כיצד מתפלג 
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קיבלנו התפלגות היפר גיאומטרית: 
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שימושים נוספים לפי"מ:

היות ופי"מ מאפיינת את ההתפלגות, לעיתים קל יותר להשתמש בה מאשר בפונקציית הצפיפות.

למשל, אם ברצוננו לדעת כיצד מתפלג 
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טענה: יהיו X,Y מ"מ בלתי תלויים, ויהיו 
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הוכחה:                                                    
[image: image848.wmf](
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השתמשנו בכך שהמשתנים בלתי תלויים כדי להפריד את התוחלת.

באופן כללי: יהיו 
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 משתנים מקריים בלתי תלויים הדדית. אזי:             
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דוגמא: יהי 
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 בלתי תלויים. כיצד מתפלג 
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נשתמש הפעם בפי"מ:                                        
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קיבלנו פי"מ של משתנה בינומי, לכן: 
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הערה חשובה: במבחן כדאי להשתמש בפי"מ כדי למצוא התפלגות ולא בקונבולוציה!!!

דוגמא: נחשב פי"מ של התפלגות פואסון: 
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נחשב מומנטים:                                                                                 
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דוגמא: יהי 
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פרק 8 - אי-שיוויונות ומשפט הגבול
אי-שיוויון מרקוב: אם X הוא משתנה מקרי המקבל ערכים אי שליליים בלבד, אזי לכל ערך חיובי a מתקיים:
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הוכחה: יהי 
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נפעיל תוחלת על שני האגפים ונקבל: 
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 נקבל את אי-שיוויון מרקוב

אי-שיוויון צ'ביצ'ב: יהי X משתנה מקרי שתוחלתו 
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הוכחה: 
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 הוא משתנה מקרי אי-שלילי. מאי-שיוויון מרקוב נקבל:        
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כעת, אם 
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משפט: אם 
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 כלומר: אם השונות היא 0 אזי התוחלת קבועה, אין שוני.

הוכחה: נסמן: 
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 ולכן מאי-שיוויון צ'ביצ'ב נקבל כי לכל 
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מתכונת הצפיפות של ההסתברות נקבל כי: 
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מכאן נקבל: 
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אי-שיוויון מרקוב:                   
[image: image888.wmf](

)

[

]

a

X

E

a

X

P

£

³


אי-שיוויון צ'ביצ'ב:               
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אי-שיוויון צ'ביצ'ב מכיל יותר מידע וניתן לחסום טוב יותר את ההסתברות בעזרתו.

דוגמא: יהי 
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מאי-שיוויון צ'ביצ'ב נקבל: 
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נחשב באופן מדוייק: 
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 התוצאה שלנו רחוקה מאוד מהחסם 0.52

החוק החלש של המספרים הגדולים
עבור n מספיק גדול התיאוריה משתלבת עם המציאות. כלומר זה החיבור בין הסתברות לסטטיסטיקה. עבור מרחב מדגם מספק אנחנו יכולים להשתמש בחוקים הסתברותיים ע"מ לדעת נתונים סטטיסטיים.
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 סדרה של מ"מ ב"ת ש"ה, שלכל אחד מהם תוחלת סופית 
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החוק אומר שהממוצע של סדרה גדולה של משתנים מקריים יהיה קרוב מאוד לתוחלת כאשר 
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הוכחה: נוכיח רק עבור המקרה בו השונות היא סופית. נחשב את התוחלת והשונות של הממוצע 
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מאי-שיוויון צ'ביצ'ב נקבל: 
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החוק החזק של המספרים הגדולים

תהי 
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החוק החזק של המספרים הגדולים קובע שסדרת הממוצעים מתכנסת כמעט בוודאות, ושגבולה הוא התוחלת. מן החוק החזק אפשר להסיק את החוק החלש.
משפט הגבול המרכזי
תהי 
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כלומר: לכל 
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הסבר: לא משנה מאיזה התפלגות נגיע, ולא משנה אם המשתנים רציפים או בדידים הממוצע של המשתנים תמיד ישאף להתפלג נורמלית. אמנם כל משתנה יתפלג לפי ההתפלגות שלו.

במה שונה משפט הגבול המרכזי מהקירוב הנורמלי למשתנה בינומי?

בקירוב הבינומי המשתנה עצמו עובר מהתפלגות בינומית להתפלגות נורמלית, אבל כאן רק הממוצע של המשתנים מקבל התפלגות נורמלית, אבל המשתנים המקריים נשארים בהתפלגות המקורית שלהם.
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נסמן: 
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נחשב את הפי"מ של Z - נרצה להוכיח שהפי"מ היא של התפלגות נורמלית סטנדרטית:
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עבור n גדול נישאר עם שלושת האיברים הראשונים, כל השאר ישאפו ל-0 ולכן נזניח אותם:
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ראינו לעיל כי: 
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לכן:                                                                                                                    
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לפיכך:                                                                                   
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קיבלנו פי"מ של התפלגות נורמלית סטנדרטית.    מ.ש.ל

דוגמא: נניח כי משקל אבטיח בק"ג שלמים, Y, הוא בעל ההתפלגות הבאה:
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בעל משק מעוניין להביא כל יום 1000 אבטיחים לשוק.

א. אם משתמשים במשאית של 2.5 טון - תנו הערכה להסתברות שמשקלם המשותף של 1000 אבטיחים יהיה קטן מ-2.5 טון.

(1) בעזרת אי-שיוויון מרקוב   (2) בעזרת אי-שיוויון צ'ביצ'ב  (3) בעזרת משפט הגבול המרכזי

ב. מצא את הגודל המינימלי k של משאית אשר בהסתברות של 0.9 לפחות תספיק להובלת המטען.

פתרון:
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יהי 
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 משתנה מקרי המציין את משקלו של האבטיח ה-i 
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נסמן: 
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א. נחפש את ההסתברות שמשקל 1000 אבטיחים קטן מ-2500 ק"ג, כלומר: 
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(2) לפי אי-שיוויון צ'ביצ'ב:                            
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(3) לפי משפט הגבול המרכזי: 
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 הוא סכום של משתנים מקריים, לכן ע"פ משפט הגבול המרכזי כאשר n גדול (במקרה שלנו 
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ב. נחפש k  - משקל מינימלי כך שההסתברות שהמשאית תספיק ל-1000 אבטיחים תהיה גדולה מ-0.9
ע"פ משפט הגבול המרכזי: 
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נפעיל 
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תקנון:                     
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הסבר: אם נתונים 
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 סטטיסטיי הסדר
נניח כי 
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בעצם סדרנו את המשתנים המקריים מהקטן לגדול. כך ביטלנו את האי-תלות.

הערכים הסדורים 
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 נקראים סטטיסטיי הסדר של המשתנים המקריים 
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פונקציית הצפיפות של סטטיסטיי הסדר:
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הסבר: כדי ש-
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 יהיו קטנים מ-x, 
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 יהיו גדולים מ-x ן-1 יהיה שווה ל-x. כיוון שקיימות 
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 חלוקות שונות של n המשתנים המקריים ל-3 קבוצות אלו הוספנו את מקדם הסדר.

פונקציית התפלגות מצטברת של סטטיסטיי הסדר:
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תוצאות:
התפלגות מקסימום: 
[image: image971.wmf](
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התפלגות מינימום: 
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הרצאה 11     17.1.2010

סטטיסטיקה - אמידה נקודתית
הגדרות:
1. אוכלוסיה: כלל הפריטים לגביהם אנו שואלים שאלה מסויימת

2. פרמטר: גודל קבוע המאפיין את האוכלוסיה. (לדוג': תוחלת, שונות, או כל מצב אחר שמעניין אותנו)

3. מדגם מקרי: תת קבוצה של האוכלוסיה עליה אנו בודקים את שאלת המחקר (כאשר יש הסתברות שווה לכל אחד מהאוכלוסיה להופיע במדגם.
במונחי הסתברות: מדגם מקרי הוא אוסף של משתנים מקריים ב"ת ושווי תוחלת מתוך אוכלוסיה.

4. אמידה: על סמך תוצאות המדגם נחשב ערך משוער לפרמטר הלא ידוע.

5. סטטיסטיי: פונקציה הבנויה מתצפיות של המדגם 
[image: image973.wmf](
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6. אומד (Estimator): סטטיסטי המשמש לאמידת פרמטר.

7. אומדן (Estimation): הערך של אומד.

הסטטיסטיקה עובדת הפוך מתמיד - אנחנו לוקחים את הפרט ומסיקים ממנו על הכלל. כלומר: אנחנו לוקחים מדגם, ומתאימים לכל פרמטר באוכלוסיה פרמטר במדגם. זה נקרא אומדן.

לדוג': אם נעשה ממוצע למדגם בגודל n מתוך אוכלוסיה - נקבל אומדן לתוחלת האוכלוסיה.

שיטות למציאת אומדים
שיטת המומנטים:
משווים בין המומנט ה-i של האוכלוסיה למומנט ה-i של המדגם.

מומנט האוכלוסיה: 
[image: image975.wmf][
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   מומנט המדגם: 
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מחלצים מתוך המשוואות את הפרמטר הלא ידוע.

דוגמא: נניח כי 
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 הוא מדגם מקרי בגודל n מתוך אוכלוסיה עם פרמטרים 
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אם נשווה מומנטים ראשונים נקבל: 
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 - קיבלנו אומד ל-
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אם נשווה בין המומנט השני של המדגם ושל האוכלוסיה נקבל:
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קיבלנו אומד ל-
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דוגמא: יהי 
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 מדגם מקרי מתוך התפלגות אחידה 
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נשווה בין המומנטים הראשונים ונקבל: 
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 - קיבלנו אומד ל-
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שיטת מירב הנראות:
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נתונה פונקציית צפיפות:
המקסימום  של פונקציית הצפיפות מציין כמות גדולה מאוד של משתנים במקום מסויים.

כלומר: הצפיפות שם היא הכי גדולה.

הגדרה: יהי 
[image: image993.wmf]n
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 מדגם מקרי כאשר 
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 הוא פרמטר לא ידוע.

אזי הנראות של המדגם מוגדרת להיות:
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כלומר: זו פונקציה של שני משתנים אלא שהפרמטר 
[image: image996.wmf]q

 הוא לא ידוע.

אומד בעל נראות מירבית 
[image: image997.wmf]q
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 מקיים: 
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האלגוריתם:

1. מחשבים את פונקציית הנראות (מכפלה של פונקציות הצפיפות):

עבור משתנה רציף: 
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    עבור משתנה בדיד: 
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2. נפעיל 
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 - לצורך פשטות מתמטית

3. נגזור לפי פרמטר: 
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4. 
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 נשווה ל-0 על מנת לבדוק מקסימום:
דוגמא: יהי 
[image: image1004.wmf]n
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 מדגם מקרי מתוך אוכלוסיה עם פונקציית צפיפות: 
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1. נחשב את פונקציית הנראות:                                             
[image: image1006.wmf](
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[image: image1007.wmf](
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2. נפעיל ln:               
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3. נגזור לפי פרמטר 
[image: image1009.wmf]q
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4. נשווה ל-0 כדי לקבל מקסימום:                                                    
[image: image1011.wmf]i
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נגזור שנית על מנת לודא שמדובר במקסימום:                                          
[image: image1013.wmf](
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דוגמא: נמצא אומדנים ל-
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1. נחשב את פונקציית הנראות:                            
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2. נפעיל ln:                             
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3. נגזור לפי הפרמטר 
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   נגזור לפי הפרמטר 
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4. נשווה ל-0:                                       
[image: image1022.wmf](
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    נשווה ל-0:  
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יש צורך לגזור שוב על מנת לבדוק שזה מקסימום.

הטיה של אומדים
הגדרה: הטיה של אומד T כלפי פרמטר 
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 מוגדרת ע"י: 
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הגדרה: אומד T יקרא אומד חסר הטיה ל-
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משפט: 
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 הינו אומד חסר הטיה עבור 
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הוכחה:                                                  
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משפט: אם 
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 ידוע, אזי 
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 הוא אומד חסר הטיה עבור 
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הוכחה:                                                   
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משפט: אם 
[image: image1037.wmf]m

 אינו ידוע, אזי 
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 הוא אומד חסר הטיה עבור 
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הוכחה:
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נפעיל תוחלת:
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אם נחלק ב-
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דוגמא: יהי 
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פתרון:                                                  
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כלומר: 
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תזכורת: 
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נגזור על מנת לקבל פונקציית צפיפות: 
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קיבלנו ש-
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MSE -  Mean Sqaure Error
אם יש שני אומדנים חסרי הטיה ואנחנו לא יודעים במי לבחור נבחר באומדן בעל השונות הנמוכה יותר.

ה-MSE הוא קריטריון להשוואת אומדים. נעדיף תמיד אומד בעל MSE נמוך:
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כאשר האומדנים אינם חסרי הטיה ה-MSE תלוי בשונות ובהטיה.

28.1.2010   שיעור חזרה

שאלות לדוגמא - שאלה 1:

1. שירות מסוים  ניתן בשני שלבים  בלתי תלויים.  כל שלב מתפלג  מעריכית:
   השלב הראשון עם  תוחלת  רבע שעה, והשלב השני עם  תוחלת  חצי שעה.

א. מהי התוחלת והשונות של סה"כ זמן השירות?

ב. מה הסיכוי שלפחות  אחד השלבים יימשך  יותר מחצי שעה?
ג. מה הסיכוי, בקירוב, כי משך הזמן הנדרש למתן שירות ל 40 אנשים, יהיה לפחות 37 שעות?

ד. מצא חסם להסתברות בסעיף ג', על ידי אי שוויון מרקוב,  ועל ידי אי שוויון צ'ביצ'ב.

פתרון:
א. יש לנו שני שלבים. (לא התבקשנו לתת את פונקציית ההתפלגות של זמן השירות היינו צריכים לעשות קונבולוציה) אלא רק את התוחלת ואת השונות. נגדיר: 
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כיון שהמשתנים הם בלתי תלויים אזי:                             
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[image: image1074.wmf][
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ב. כאשר מבקשים הסתברות של לפחות אחד משני הדברים - המשמעות היא הסתברות של האיחוד:
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השתמשנו במשפט האיחוד. כעת:
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[image: image1078.wmf](
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כאשר המשתנים בלתי תלויים ההסתברות של החיתוך ביניהם היא מכפלת ההסתברויות. לסיכום:
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ג. כאשר מבקשים מאיתנו הסתברות למתן שירות להרבה אנשים אזי ההתפלגות כבר שואפת להיות נורמלית.

נגדיר: 
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בסעיף א ראינו כי תוחלת השירות הניתנת לכל איש היא: 
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כעת, ע"פ משפט הגבול המרכזי: X שואף להתפלגות נורמלית:
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אנחנו מחפשים את ההסתברות לכך שמשך זמן השירות יהיה לפחות 37 שעות כלומר 
[image: image1085.wmf][
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ד. אנחנו מחפשים חסם להסתברות 
[image: image1087.wmf][
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ע"פ אי-שיוויון מרקוב:                                                                       
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ע"פ אי-שיוויון צ'ביצ'ב:                                      
[image: image1089.wmf](
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שאלות לדוגמא - שאלה 3:

דני מעריך כי סיכויי ההצלחה שלו בכל בחינה, הם כאלה:
הסיכוי לקבל לפחות 80  הוא 0.2 , הסיכוי  להיכשל (לקבל ציון מתחת ל 60 ) הוא  0.3 , 

והסיכוי  לקבל ציון  בין  60  ל 80 הוא 0.5. ההצלחות בבחינות שונות, הן בלתי תלויות.

דני נבחן בשתי בחינות.   נגדיר את המשתנים הבאים:
  X = מספר המבחנים בהם הציון שקיבל הוא לפחות 80.

Y   = מספר המבחנים בהם קיבל ציון בין 60 ל 80.

 Z  = מספר המבחנים בהם נכשל.
ענה על 5 הסעיפים הבאים:
א. מצא את פונקצית ההתפלגות המשותפת של   X   ו  Y.

ב. האם  X,Y בלתי תלויים?  האם  X,Y  בלתי מתואמים? נמק.

ג.  חשב את מקדם המתאם. הסבר מדוע סביר לקבל תוצאה כזאת.

ד.  מצא את התוחלת של X, בהינתן  1=Y.

ה. מצא את התוחלת והשונות של  Z .

פתרון: ניתן לראות כי כל המשתנים שהוגדרו מתפלגים בינומית (לכל שאלה יש תשובה חיובית או שלילית)

לפיכך: 
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א. אנחנו מחפשים התפלגות משותפת. לכן נערוך טבלה של X,Y:
ההסתברות ל-Z בשני המבחנים היא:                                                                   
[image: image1093.wmf](
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הסתברות ל-X במבחן אחד ו-Z במבחן השני היא:                                         
[image: image1094.wmf](
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ההסתברות ל-X בשני המבחנים היא:                                                                  
[image: image1095.wmf](
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ההסתברות ל-Y במבחן אחד ול-Z במבחן השני היא:                                     
[image: image1096.wmf](

)

3

.

0

5

.

0

2

1

,

0

×

×

=

=

=

Y

X

P


ההסתברות ל-Y במבחן אחד ול-X במבחן השני היא:                                     
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ההסתברות ל-Y בשני המבחנים היא:                                                                  
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ב. כדי להפריך אי-תלות צריך להוכיח כי:
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אם נבחר את אחד התאים בהם יש 0 נקבל:
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המשתנים מתואמים - מקדם מתאם שונה מ-0 (בסעיף הבא)
ג. מקדם המתאם הוא: 
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כדי לחשב את 
[image: image1103.wmf][
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 צריך לעבור על כל הערכים בטבלה ולכפול בהסתברות:
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ולכן:                                                               
[image: image1105.wmf](
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קיבלנו שהמקדם קרוב ל-
[image: image1106.wmf](
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ד. אנחנו מחפשים תוחלת מותנית:                                                                          
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ה. אנחנו מחפשים תוחלת ושונות של Z:
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שאלות לדוגמא - שאלה 6:
דני מפריע למתרגלת 4 פעמים בשיעור בממוצע. השבוע נוכח דני ב- 6 שיעורים. מהי ההסתברות ש:
1. בשני שיעורים בלבד דני לא הפריע כלל למתרגלת?
2. דני הפריע למתרגלת 3 פעמים בלבד, ב- 4 שיעורים לכל היותר?
פתרון: מס' השיעורים בהם דני לא הפריע למתרגלת מתפלג בינומית: 
[image: image1110.wmf][
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p

- ההסתברות שדני לא הפריע כלל במהלך שיעור אחד.
ידוע כי דני מפריע בממוצע 4 פעמים בשיעור, לכן מס' הפעמים בהם דני מפריע בשיעור מתפלג פואסון: 
[image: image1112.wmf][
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א. אנו מחפשים את ההסתברות שדני לא הפריע כלל במהלך 2 שיעורים מתוך 6. 
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)

(

)

(

)

3

4

4

2

4

10

673

.

4

1

2

6

2

-

-

-

×

=

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

=

e

e

X

P


ב. נגדיר: 
[image: image1115.wmf][
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 - מס' הפעמים בהם הפריע דני 3 פעמים בלבד.

[image: image1116.wmf](

)

[

]

4

6

64

4

3

4

,

6

Bin

~

6

64

!

3

4

3

-

-

-

*

*

Þ

=

=

=

=

e

X

e

e

Y

P

p


אנחנו מחפשים את ההסתברות לכך שדני הפריע ב-4 שיעורים לכל היותר:

[image: image1117.wmf](
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מבחן תשס''ט - מועד ב - שאלה 3: (שאלות 1,2 פתרנו בכיתה)

הזמן שבו רץ אצן 20 ק"מ הוא משתנה מקרי המתפלג נורמלית. ידוע כי התוחלת היא 52 דקות, הרבעון התחתון הוא 49.

1. מהי סטיית התקן של ההתפלגות?

2. נבחר אצן באופן מקרי, מה ההסתברות שהוא רץ 20 ק"מ ביותר מ-56 דקות?
3. נבחר אצן. ידוע כי הוא רץ 20 ק"מ בפחות מ-52 דקות, מהי ההסתברות שהוא ירוץ בפחות מ-50 דקות?
4. נבחרו 50 אצנים. מהי התוחלת והשונות של מספר האצנים שירוצו בפחות מ-50 דקות?
פתרון

א. רבעון משמעותו הערך של X בו 25% מהערכים הם מתחתיו ו-75% מעליו. נגדיר: X - הזמן שלוקח לאצן לרוץ 20 ק"מ. X מתפלג נורמלית, כלומר: 
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ב.             
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ג.                                      
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ד. נגדיר: 
[image: image1124.wmf][
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 כאשר: Y - מס' האצנים שרצים פחות מ-50 דקות. p - ההסתברות לאצן לרוץ פחות מ-50 דקות. תחילה נגלה את p:
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ע"פ משפט הגבול המרכזי - ההתפלגות של Y שואפת להתפלגות נורמלית, ולכן:     
[image: image1128.wmf]56
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מבחן לדוגמא -שאלה 2:
באוכלוסייה מסוימת  85% מבעלי הרכב, מחזיקים רכב פרטי, והשאר מחזיקים רכב מליסינג.
אורך חיי מכונית פרטית, מתפלג נורמלית עם תוחלת 8 שנים  ושונות  4 .

אורך חיי מכונית מליסינג, מתפלג נורמלית  עם תוחלת 4 שנים  ושונות  1 .
א. מה אחוז כלי הרכב שגילם לפחות 5 שנים?
ב. אם נתון כי גיל הרכב הוא לפחות 5 שנים, מה ההסתברות שזה רכב פרטי?
ג. נבחרות שתי מכוניות אקראיות, בלי החזרה, מקבוצה של 8 מכוניות בהן 2 מליסינג.

מה ההסתברות שהמכונית השניה תהיה מליסינג, אם לא ידוע מהי המכונית שנבחרה ראשונה.
ד.מה ההסתברות כי מבין 300 מכוניות אקראיות, יימצאו לפחות 265 מכוניות פרטיות?

פתרון: נגדיר: 
[image: image1130.wmf][
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 - אורך חיים של מכונית פרטית. 
[image: image1131.wmf][
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- אורך חיים של מכונית מליסינג.
א. אנחנו מחפשים את ההסתברות הכוללת של מכונית לחיות יותר מ-5 שנים. נחשב לכל סוג בנפרד:
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[image: image1133.wmf](
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כעת, נגדיר: 
[image: image1134.wmf]A

- אורך החיים של המכונית הוא גדול מ-5 שנים. לפי נוסחת ההסתברות השלמה:
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ב. אנחנו מחפשים: 
[image: image1136.wmf](
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ג. ישנם שתי אפשרויות, נדון בכל אחת בנפרד:
    1. הראשונה הייתה ליסינג: אזי הההסתברות היא: 
[image: image1137.wmf]28
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    2. הראשונה הייתה פרטית: אזי ההסתברות היא: 
[image: image1138.wmf]28
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סה"כ נחבר את האפשרויות ונקבל 
[image: image1139.wmf]7
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ד. נגדיר:
[image: image1140.wmf][
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- מס' המכונית הפרטיות. ההתפלגות בינומית. אנחנו מחפשים: 
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נחפש קירוב להתפלגות נורמלית. התוחלת: 
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 והשונות: 
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לפיכך:                                              
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הערות למבחן:
· לדעת עקרונות קומבינטוריים, צריך להשתמש תוך כדי השאלות

· מועד א,ב אינם דומים. נושאים שלא מופיעים במועד א ישנו סיכוי רב שיופיעו במועד ב.
· לקחת בערבון מוגבל את המבחנים של שנה שעברה
· יש לבחור 5 מתוך 6 שאלות
· שאלה אחת היא שאלת הוכחה. כדאי לעשות אותה, היא די קלה
· אין צורך לעשות תיקון רציפות (במעבר מהתפלגות בדידה לרציפה)
חזרה: בחירה של איברים מתוך קבוצה כאשר מותר לחזור על אותה הבחירה בפעם הבאה.


לדוגמא: בניית מספר מ-10 ספרות כאשר מותר שהספרות יהיו שוות. 
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