משפטים והוכחות – אנליזה הרמונית – עמית מנדלבום
1. רישום סכום חלקי של טור פורייה כקונבולוציה בין Dn ל – f(x):
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קבלת גרעין דיריכלה ללא ה- 
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נרשום את הטור הפנימי באופן מפורש:
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2. א.הלמה של רימן לבג:
המשפט: בהינתן פונ' f אינטגרבילית בקטע 
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, אזי מתקיים:

1. 
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הוכחה: מקרה 1: f היא פונקצית מדרגה. מספיק להוכיח רק למדרגה אחת שגובהה 1 כיוון שהאינטגרל הוא לינארי ולכן מתקיים:
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, לכן נוכיח עבור הפונקציה 
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מקרה 2: מקרה כללי:

כל פונ' אינטגרבילית ניתנת לקירוב ע"י פונ' מדרגות: לכל 
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, ניתן לבחור פונ' מדרגה כך ש:
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2.ב. הוכחת שההתמרה רציפה ושהאמפליטודה של התדרים הגבוהים היא 0
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 , והראנו שם 
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 אז יוצא ש 
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 רציפה.

כעת נוכיח את החלק השני של המשפט. ניעזר בלמה של רימן לבג במקרה הרציף:
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 בכל קטע a,b. וכיוון ש: 
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כעת, לכל 
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 נרשום: 
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זאת כיוון שאמרנו שהאינטגרל של f מתכנס באינסוף כלומר, אם נגדיל את a, השטח שמחוץ ל –-a,a]] באינטגרל חייב לשאוף ל-0 אחרת האינטגרל לא יתכנס באינסוף.
ובסה"כ קיבלנו: 
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3. סיום ההוכחה של משפט דיריכלה
תנאי Dini: עבור 
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 כלשהו, אומרים שתנאי Dini מתקיים באותה נקודה אם קיים 
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בהינתן פונ' מחזורית ורציפה למקוטעין, ומתקיים תנאי Dini בנק' 
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, אזי באותה נקודה טור פורייה של הפונ' מתכנס ל: 
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הוכחה: נרצה להוכיח כי 
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4. א. הוכחת משפט גזירה איבר-איבר והתכנסות במ"ש של טור פורייה בעקבות זה
מבחן ה – M של ווירשטראס: בהינתן טור פונ' 
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 אזי אם הטור 
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 מתכנס אז טור הפונ' מתכנס במ"ש.
כעת, נתונה פונ' f רציפה בקטע 
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 , f’ רציפה למקוטעין בקטע, 
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 אזי נגזור את טור הפורייה של הפונ' ונקבל:
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 מקדמי פורייה של טור הנגזרת
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ובאופן דומה מקבלים 
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, כלומר הוכחנו שניתן לגזור פורמלית את f ולקבל טור פורייה שלו.
כעת נוכיח התכנסות במ"ש של f , ניעזר באי שיוויונים הבאים:
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וכן שיוויון פרסבל: 
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 ונקבל את האומדן הכללי של האיבר בטור פורייה והוא:
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החלק הימני בביטוי הימני מתכנס והשמאלי מתכנס לפי פרסבל ובסה"כ ע"פ מבחן ווירשטראס טור פורייה שלנו מתכנס במ"ש.
4.ב. משפט אינט' איבר איבר
בהינתן f(x) רציפה למקוטעין בקטע 
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 בעלת טור פורייה, אזי:
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ההתכנסות של טור האינטגרלים לאינטגרל הינה במ"ש 

הוכחה:

נגדיר: 
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 כיוון שפונ' קדומה תמיד רציפה, וכן: 
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כמו כן: 
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כלומר: 
[image: image57.wmf]()()
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ובסה"כ F עומדת בתנאים של משפט הגזירה איבר איבר (ולכן ההתכנסות היא במ"ש)
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הטור הזה מתכנס נקודתית ובמ"ש בפרט ב x=0 שם נקבל:
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, ואם נציב נקבל את הביטוי המקורי של 
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5  משפט הקונבולוציה:
1. קונבולוציה: נניח כי f,g מחזוריות בעלות מחזור משותף T על 
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משפט אם נסמן 
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, כלומר, מקדמי הטור של הקונבולוציה הם מכפלת המקדמים של שני הטורים של שתי הפונקציות בנפרד.
הוכחה:

נגדיר 
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 המקדם של הטור המתאים ל – h(x). כך ש: 
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2. הסקת שיוויון פרסבל עבור טור מרוכב
ניקח פונקציה f בעלת מחזור T נגדיר 
[image: image70.wmf]()()
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, נראה מה היחס ביו מקדמי פורייה של f ו- g : 
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מה הם מקדמי פורייה של f*g ? 
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 נציב x=0 , ונקבל 
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 שיוויון פרסבל בצורתו המרוכבת. מ.ש.ל

6. הוכחת משפט הקירוב הטוב ביותר
טענת עזר א': אם H מרחב הילברט כלשהו ו - 
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טענת עזר ב': בהינתן 
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האי שיוויון הראשון מבוסס על טענת עזר א'. כעת אם ניקח 
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נקבל: 
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טענת עזר ג': לכל 
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הוכחה: ע"פ א' ראינו ש 
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הוכחת המשפט: אם H מרחב הילברט ו 
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  אזי לכל 
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אזי הוקטור 
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הוא הוקטור הקרוב ביותר ל – x והוא גם היחיד שמרחקו מינמלי. 
הוכחה: נראה שלכל 
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 כאשר אי שיוויון זה מבוסס על טענת עזר ג'. והוכחנו שזהו המרחק המינמלי
7. הוכחה שהמערכת הטריג' הוא מערכת שלמה במרחב הילברט

הוכחה: בשלב הראשון נקרב את f ע"י פונ' רציפה g עד כדי 
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איך נמדוד את 
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? נמדוד את ההפרש ע"י אינטגרלים על הקטעים בהם הפונ' לא מתלכדות. כלומר, ההפרש יהיה השטח של המשולשים הנוצרים באזור קו הקפיצה.

מדוע הסטייה שואפת ל – 0? כי הבסיסים של המשולשים האלו מאוד קטנים ולכן גם השטח יהיה מאוד קטן.
באופן הנ"ל תיקנו את f ע"י פונ' רציפה עם סטייה 
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בנורמה, כעת, כיוון ש g רציפה הטור פורייה שלה מתכנס במ"ש ולכן:
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 ואז התהליך כולו הוא:
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כיוון ש- s הינו קומבינציה לינארית של סינוסים וקוסינוסים, אז הראנו שניתן לקרב את f ע"י קומבינציה של סינוסים וקוסינוסים, כלומר זוהי מערכת שלמה.
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