סיכום קורס – מבנים דיסקרטיים
סוכם ע"י אלעד שטרן – אבל אני לא לוקח אחריות על שום דבר.

תורת המספרים:
· [image: image1.png]


 = {x מספר טבעי | x≥0}
· 

 = { [image: image3.png]


 xє | ±x}
· [image: image4.png]


 = { 

 a,bє, b≠0 | a/b}
· [image: image6.png]


 = { מספרים ממשיים}
משפט: עבור – {0} [image: image7.png]


 aє נתון, 

bє אזי קיימים 

 q,rєיחידים כך ש: b=aq+r, 0≤r<a.
משפט (אלגוריתם אוקלידוס): אם b≥a ומתקיים התנאי מהמשפט הקודם: gcd(b,a)=gcd(a,r).
שימוש: gcd(1876,365) = ?

1876 = 365*5 + 51 => gcd(365,51)

365 = 51*7 + 8 => gcd(51,8)

51 = 8*6 + 3 => gcd(8,3)
8 = 3*2 + 2 => gcd(3,2)

3 = 2*1 + 1 => gcd(2,1)

2 = 1*2 + 0 => gcd(1876,365) = 1
משפט (בזו): נתון b≥a≥0, אזי קיימים 

 x,yєכך ש: gcd(a,b)=ax+by
שימוש: 1876x + 365y = e

	Y
	X
	E

	0
	1
	1876

	1
	0
	365

	5
	0
	365*5

	-5
	1
	51 = 1876 - 365*5

	 -35
	7
	51*7

	36
	-7
	8 = 365 – 51*7

	216
	-42
	8*6

	-221
	43
	3 = 51 – 8*6

	-442
	86
	3*2

	478
	-93
	2 = 8 – 3*2

	-699
	136
	1 = 3 - 2


ובסה"כ: 1876(136) + 365(-699) = 1
· יהי gcd(a,b)=d אזי הפתרון הכללי של ax+by=0 הוא: x=bk/d, y=-ak/d כאשר 

 kє
· פתרון כללי למשוואה ax+by=e הוא מהצורה: (X0+bk/d, Y0-ak/d) עבור אותו k.
משפט: a,b ראשוניים כזוג ( ax+by=1.
משפט: עבור a,b,c>0 אם a|bc ו- gcd(a,b)=1 אזי a|c.

משפט: לכל n≥1 קיים מספר ראשוני בין n≤p≤2n.

· ניתן לפרק כל מספר n>1 לגורמים ראשוניים באופן יחיד: n=P1P2…Px כאשר P1≤P2≤…≤Px מספרים ראשוניים.
משפט: lcm(a,b)=P1S1P2S2…PrSr כאשר Si = max{ni,mi}
דוגמה: 36 = 2232, 27 = 2033
Lcm(36,27) = 2233
שקילות מודולו n: כותבים a≡nb או a≡b(modn) אם n|(a-b)
הגדרה: מודולו הוא יחס שקילות על 

 ומקיים רפלקסיביות, סימטריות וטרנזיטיביות.

הגדרה: מחלקת שקילות היא קבוצת כל המספרים שמקיימים {

 bє [a]≡n = {a≡nb |
למשל: [0]≡2 = {0, ±2, ±4, … } = [±2]≡2 = [±4]≡2 = ...
ניתן גם לכתוב: = {0,1,…,n-1} 
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כאשר k = k+nZ, aєk ( a = xn+k
תכונות:
· אם a≡nb ו- d|n אזי a≡db
· אם a≡nb אזי לכל e טבעי מתקיים ae≡be(modn)
· אם a≡nb ו- a≡mb אזי a≡lcm(n,m)b
· אם a≡nb ו- c≡nb אזי (a+c)≡n(b+d) וגם ac≡nbd
פעולות: אם a≡b(modn) אזי

· ka≡kb(modn)

· אם a'≡b'(modn) אזי a+a'≡b+b'(modn)
· aa'≡bb'(modn)
אלגברה: עבור n=4

	3
	2
	1
	0
	+4

	3
	2
	1
	0
	0

	0
	3
	2
	1
	1

	1
	0
	3
	2
	2

	2
	1
	0
	3
	3


	3
	2
	1
	0
	*4

	0
	0
	0
	0
	0

	3
	2
	1
	0
	1

	2
	0
	2
	0
	2

	1
	2
	3
	0
	3


· כללי חיבור (+n):
· קומוטטיביות: x+y=y+x
· אסוציאטיביות: (x+y)+z=x+(y+z)
· יחידה: x+0=x
· הפוך: x+y=0
· כללי כפל (*n):
· קומוטטיביות: x*y=y*x
· אסוציאטיביות: (x*y)*z=x*(y*z)
· יחידה: x*1=x
· לא תמיד ניתן להגדיר חוק הפוך, רק במקרה של n מספר ראשוני.
משפט: אם xy=xz≡1(modn) אזי y=z
משפט (הפוך): 

בחיבור: האיבר ההפוך של a הוא (n-a)modn
בכפל: אם gcd(x,n)=1 אזי x-1 הוא y אשר מקיים את xy≡1(modn).

· בטבלאות (כפל) מוצאים הפוך ע"י המיקום של הספרה 1 בשורה.
משפט: יש למשוואה ax≡b(modn) פתרון ( gcd(a,n)|b
חבורות, חוגים ושדות:
חוג: מבנה החוג (R,*,+) כאשר R קבוצה כלשהי, *,+ פעולות בינאריות ומתקיימים התנאים הבאים:

· לחיבור:
· סגירות: לכל x,yєR מתקיים x+yєR
· קומוטטיביות: x+y=y+x

· אסוציאטיביות: (x+y)+z=x+(y+z)

· יחידה: x+0 = x

· הפוך: x+y = 0
· לכפל:
· סגירות: לכל x,yєR מתקיים x*yєR
· אסוציאטיביות: (x*y)*z=x*(y*z)
· יחידה: 1*x=x*1=x

קיבוץ ופילוג: x*(y*z) = x*y + x*z וגם (y+z)*x = y*x + z*x
· חשוב! אם מתקיימת בחוג תכונה קומוטטיבית בכפל החוג נקרא חוג קומוטטיבי.
· חשוב! אם מתקיימת בחוג תכונה הפוכה בכפל החוג נקרא חוג עם חילוק.
· במידה והחוג מקיים את שתי התכונות הנ"ל, החוג נקרא שדה.
· מחלק 0 בחוג הוא איבר שונה מאפס כך שקיים b≠0 שמקיים ab=0.
לדוגמה: במודולו n=4 מתקיים 2*2=0.

· ישנו רק איבר אחד (יחיד) שמקיים יחידה לכפל ואחד (יחיד) לחיבור.
· איבר הפיך אינו יכול להיות מחלק 0.
משפט: אם בחוג R קיים איבר n≠0 עבורו n*1R=0 אז ה-n הקטן ביותר הוא המאפיין של החוג. במידה ולא קיים מאפיין כזה נאמר שהחוג בעל מאפיין 0.
משפט: עבור חוג עם מאפיין n, כל מספר טבעי שמקיים k*1=0 מתחלק ב-n.
משפט: חוג נקרא בעל תחום שלמות במידה ואין בו מחלקי 0. אם בחוג כזה המאפיין n≠0 אזי n ראשוני.
שדה: חוג קומוטטיבי עם חילוק. בשדה אין מחלקי אפס. בשדה המאפיין ראשוני.
שדות סופיים: 


תכונות: אם 
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xє אזי:

· x הפיך ( gcd(x,n)=1

· x מחלק 0 ( gcd(x,n)>1

· 
[image: image16.wmf]Z
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 הוא שדה (עבור כל איבר שונה מאפס יש הופכי) ( n ראשוני.
פולינומים:
· אם המעלה של הפולינום גדולה מאפס הוא אינו הפיך.
· משפט החילוק: אם a(x),b(x)єF[x] וגם deg(b(x))>0 אזי קיימים פולינומים יחידים q(x),r(x)єF[x] כך ש:
· a(x)=q(x)*b(x)+r(x)
· deg(r(x)) < deg(b(x))
· משפט השארית: אם a(x)єF[x] ו- b(x)=x-c אזי a(x)=q(x)*(x-c)+a(c)
· משפט השורש: c הוא שורש של a(x) ( (x-c)|a(x)
· משפט: אם b(x)≠0 אזי b(x)|a(x) אם q(x)єF[x] כך ש- a(x)=q(x)*b(x) (ז"א r(x)=0)
· הגדרה: a(x)=a0+a1X1+…+anXn (deg(a(x))=n) הוא פולינום "מתוקן" an=1.
ה- gcd של a(x) ו- b(x) הוא הפולינום המתוקן d(x) עם המעלה הכי גדולה כך ש: d(x)|a(x) וגם d(x)|b(x)
· משפט בזו: עבור a(x),b(x)єF[x] קיימים s(x),t(x)єF[x] כך ש: gcd(a(x),b(x))=a(x)*s(x)+b(x)*t(x) (צירוף לינארי של a ו- b).
· הגדרה: לכל פולינום p(x)єF[x] שאינו קבוע (ממעלה גדולה מ-0) נגדיר את החוג 
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 שאיבריו הם מחלקות השקילות עבור מספר השקילות "שוויון מודולו p(x)":  p(x)|a(x)-b(x) ( a(x)=b(x)(mod p(x))

החוג 
[image: image18.wmf][]
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הוא חוג קומוטטיבי עם יחידה.

אם p(x) לא קבוע אז gcd(p(x),a(x))=1 ( 
[image: image19.wmf][]
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a(x)є הפיך.


הרחבת שדות:
· מעל כל שדה סופי קיים פולינום אי פריק מכל דרגה, לכן ניתן לבנות שדה סופי בגודל חזקה ראשונית.
איזומורפיזם: בין שני חוגים R,S הוא f:R(S
· f היא פונקציה חח"ע ועל.
· לכל r1,r2єR מתקיים:
· f(r1+r2) = f(r1) +s f(r2)

· f(r1*r2) = f(r1) *s f(r2)

הגדרות:
· אגודה (חבורה למחצה): קבוצה עם פעולה בינארית שמקיימת אסוציאטיביות.
· עבור אגודה (S,◦) כלשהי, אם TcS אזי T היא תת-אגודה של S אם עבור כל t1,t2єT מתקיים t1◦t2єT.
· עבור אגודה (S,◦), TcS. התת-אגודה הנוצרת ע"י T היא: <T>={t1,t2,…,tk|tiєT,k>0}
{m,n}c(Z,+)

· מונואיד: מקיים תנאי של אגודה וגם יחידה. 
· מונואיד סופי עם צמצום הוא חבורה.
· עבור מונואיד (S,◦) עם יחידה 1, TєS הוא תת-מונואיד אם T הוא תת-אגודה וגם 1єT.
· חבורה: מקיימת תנאי של מונואיד וגם הפוך. 
· בחבורה מתקיימים כללי צמצום: ab=ac ( b=c
· עבור חבורה (S,◦), TcS היא תת-חבורה אם היא תת-מונואיד וגם לכל איבר ב-T קיים איבר הופכי ב-T.
· קוסטים של חבורות: קוסט הוא הכללה של מודולו n.
G חבורה כלשהי, H תת-חבורה שלה. G
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g ונגדיר:
· הקוסט השמאלי ביחס ל-H ו-g: 
[image: image21.wmf]:{|}
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 ו- g נקרא "נציג הקוסט" (נציג המחלקה)
· הקוסט הימני ביחס ל-H ו- g: 
[image: image22.wmf]:{|}
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 ו- g נקרא "נציג הקוסט" (נציג המחלקה)
· קוסט אינו תת-חבורה.
· כל שני קוסטים בהכרח שווים או זרים.
· אם 
[image: image23.wmf],
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אזי 
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 או 
[image: image25.wmf]gkH

Î


· היחס k=l(modh) מוגדר ע"י kH=lH הוא יחס שקילות
· לכל 
[image: image26.wmf]gG
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 מתקיים |gH|=|H|
· [G:H] הוא העוצמה – מספר הקוסטים של H ב- G: 
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· H תת-חבורה "נורמלית" אם הקוסט השמאלי והימני שווים לכל 
[image: image28.wmf]gG
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 (gH=Hg)
· משפט לגרנג': |G|=|H|*[G:H]
· קומוטטיביות אינה תנאי לאגודה/מונואיד/חבורה. במידה וקומוטטיביות קיימת בחבורה היא נקראת חבורה אובלית.
הגדרות:
· General Linear Group – Gln = {[aij]nxn|det([aij]≠0) חבורה בכפל.
· סימטרית - Sym(x) = {f:x(x|f=permutation}
	3
	2
	1

	f(3)
	f(2)
	f(1)


מספר הפרמוטציות הוא |sym(x)|=n!
פעולת הרכבה סגורה עבור פונקציות סימטריות: f◦gєsym(x)
תורת האוטומטים ושפות פורמליות:

הגדרות:
· A – אלפבית, קבוצה סופית.
· A* - שפה, קבוצה של מילים ששייכות לאלפבית: 
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 אם n=0 משתמשים ב- 
[image: image30.wmf]e

 עבור המילה הריקה.
· L – שפה פורמלית מול א"ב A ומוגדרת 
[image: image31.wmf]LA
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· אוטומט סופי דטרמיניסטי (D-FSM): 
[image: image32.wmf]0
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· מכונת מצבים בה לכל קלט יש אפשרות מעבר אחת בלבד.
· Q – קבוצה סופית (לא ריקה) של מצבים
· 
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 - מצב התחלתי
· 
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- קבוצת מצבים מקבלים
· 
[image: image35.wmf]:

QAQ

d

´®

- פונקציית מעברים.
· אוטומט סופי לא-דטרמיניסטי: מוגדר כמו אוטומט דטרמיניסטי אבל מופשט יותר. אין באוטומט זה התייחסות ספציפית לכל קלט אפשרי וייתכנו בו מספר מעברים לקלט מסויים.
· ניתן להפוך כל אוטומט לא דטרמיניסטי לאוטומט דטרמיניסטי.
· ייתכן מצב שבו 
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 ובוודאי שהמילה אינה נקלטת.
· המילה מתקבלת אם לפחות באחד מהמסלולים של האוטומט הגענו למצב מקבל.
· L(a) – השפה המתקבלת ע"י אס"ד a ומוגדרת: 
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· שפה 
[image: image38.wmf]*
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 נקראת "שפה רגולרית" אם L=L(a) עבור אוטומט סופי a.
· המשמעות היא שרק שפות שניתן להגדיר להן אוטומט כשלהו הן רגולריות.
· ביטויים:
· 
[image: image39.wmf]""
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 - שרשור (בד"כ משמיטים)
· "+" – איחוד של קבוצות
· "*" – איטרציה (שרשור ארוך כרצונינו של מילים מתוך הקבוצה)
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