
 130301מערכות  ספרתיות  : ד                                                                                                              קורס "בס

 ©שמואל  וינמ�  :  מרצה              בית הספר הגבוה לטכנולוגיה בירושלי�                                                
  

40 

 

  5פרק 

 פונקציות בוליאניות

  .הגדרת פונקציה בוליאנית   5.1

  .1או  0יכול לקבל ער�  משתנה בינרי

                                         AND ,  OR, NOT:  אופרטורי� ,    משתני� בינריי� :פונקציה  בוליאנית  הינה ביטוי  שמכיל   

  .  שוויו�וסימ� )  לא חיב  להופיע (   סוגריי�)   יטוי לא  כל האופרטורי�  חייבי�  להופיע בב(

  . 1או  0הפונקציה מקבלת ער� ,עבור ערכי� נתוני� של המשתני� 

1' נתונה הפונקציה: לדוגמא xyzF ==1:  א� נציב   = yx   z=0        נקבל  :F1=1    .  

   .לת אמתטבי "נית� לתאר פונקציה בוליאנית ע

טבלת אמת הינה טבלה  שבה רושמי� את  כל צירופי המשתני� האפשריי� ועבור כל צרו  רושמי� את ער� 

  .לצרו   �הפונקציה שמתאי

את . מספר משתני� של פונקציה nכאשר ,  n2: השורות בטבלת האמת שמתארת פונקציה בוליאנית היא' מס

)עד  0 "עשרוניי� מ י  שנרשו� ערכי� "שבכל שורה נית� לקבל ע) ני�של המשת( 1"ו 0"צירופי ה )12 −n.  

  . 1או  0: בכל שורה בטבלה מופיע ער� שמקבלת הפונקציה.ליד  כל  ער� עשרוני  נרשו� את  ייצוגו הבינרי   

zyxF:  י דוגמא"נמחיש ע '1 +=.  

של  טבלת אמתנבנה 

  :הפונקציה

  

  

  

  

  

  

  

  

  

הא� נית� , כלומר? י פונקציה בוליאנית הינו יחיד"הא� ביטוי אלגברי שמתואר ע: כעת מתעוררת שאלה

  .התשובה הינה חיובית? ציהשמתארי� את אותה פונק שוני�למצוא שני ביטויי� 

  :הבאות      F1 , F2לדוגמא  נתונות  הפונקציות   

zxxyF ''1 +=  

')'('''''2 xyyyzxxyyzxzyxF ++=++=  

 כיוו� F2 "זהה ל F1 "לפונקציות אלו ביטויי� שוני� אול� א� נבנה טבלת אמת של שתי הפונקציות נמצא ש

       .נקבל בשתי הפונקציות ער� זהה xyzשעבור כל צירו  אפשרי של משתני� 

  .  זהותטבלאות  האמת של הפונקציות  הינ�  במילי� אחרות 

  . נראה בהמש� שבאלגברה בוליאנית מחפשי� ביטויי� פשוטי� לפונקציה 

 ער� דצימלי F z y x.)  � פונקער(
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  .פעולות אלגבריות 5.2

יש שני  BAיטוי למשל בב.נקרא ליטרל ) או הפוכו(כל אחד ממשתני הפונקציה  – (LITERAL)  ליטרל

אזי כל ליטרל ) נלמד בהמש� ( כאשר מממשי� פונקציה באמצעות שערי� לוגי� . B"ו A: ליטרלי�

BBAF'לפונקציה: למשל . כניסה לשער מסוי� מציי�בפונקציה  ר יש שלושה ליטרלי� וכל איב =⋅+

  .י שער   לוגי "ממומש ע, המופיע בביטוי

  

zyxF: למשל   :מימוש   הפונקציה  .   =⋅⋅

x

y

z

F

  

}:האיברי�  בפונקציה ' המינימזציה של מספר הליטרלי� ושל מס { 







+=

איבראיבר

CDEBAF  גורמת להפחתת

מספר ליטרלי�  ( להקטי� את שניה� , נית� לא תמיד). שערי� בדר� כלל ( הציוד שדרוש למימוש המעגל 

  .בו זמנית)   ומספר איברי�  

  .י ביצוע פעולות אלגבריות"בשלב זה נסתפק במינימזציה של מספר הליטרלי� ע

  ) .זציהמיבעתיד  נלמד דרכי� שיטתיות למיני( 

השיטה . ויהשל הקורס  אי� כללי� מפורשי� שביצוע� יבטיח את קבלת התוצאה הסופית הרא זהבשלב   

  .משפטי� יסודיי� באלגברה בוליאנית כפי שלמדנווי שימוש בכללי� "היא ע לנסותהיחידה שנית� 

  : דוגמא

  בפונקציה  לפי כללי� ומשפטי� כ� שמספר הליטרלי� שיופיע  ההבוליאניות הבא יהפשט את הפונקצ

  .יהיה מינימלי

                                          ( ) xyxyxyxxyxx =+=+=+ 0''  
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  .משלי� של פונקציה 5.3

  .מורג�"באמצעות חוקי דה F'נית� לקבל את . F' "מסומ� כ  Fמשלי� של פונקציה 

  :כלשהו של משתני�' מורג� עבור מס" נית� להכליל את משפט דה

( ) ''...'''... NCBANCBA ⋅=+++  

( ) ''...''... NBANAB +=  

  : גמאותדו

  :מצא את המשלימי� של הפונקציות

  )א

zyxyzxF '''1 +=  

( ) ( ) )'''('''''''1 zyxyzxzyxyzxF •=+=  

( ) ( )''' zyxzyx ++++=  

 )ב

([ ]yzzyxF += ''2  

([ ] ( )'''''''
'

2 yzzyxyzzyxF ++=+=  

( ) ( ) ( )( )''''''
''

zyzyxyzzyx +++=⋅+=  
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  .צורות קנוניות וסטנדרטיות של פונקציות  5.4

  

  מבוא  5.4.1

  (MINTERM)  טיתמכפלה סטנדר    1.1  

   ANDלפעולת הכוונה היא מכפלה ב. מכפלות שונות 4נית� ליצור . x, yנתוני� שני משתני�      

  ).x'למשל (או בצורת הופכי  xכאשר  משתנה יכול להופיע בצורה רגילה למשל  ,בי� משתני� 

yxyxyxyx:  האפשריות ה�המכפלות  4 ⋅⋅⋅⋅ ''''.  

  ). או מכפלה סטנדרטית ( MINTERMהמכפלות נקראת  4"חת מכל א    

  .(MINTERMS)מכפלות סטנדרטיות  n2משתני� נית� ליצור  nעבור  : בצורה כללית    

  (MAXTERM)  סכו� סטנדרטי  1.2  

נית� להגדיר באופ� דומה סכו� סטנדרטי ששונה ממכפלה , כפי שהגדרנו מכפלות סטנדרטיות    

הסכומי�  4משתני�  2כ עבור "וא, ORסטנדרטית בזה שפעולה בי� משתני� הינה פעולת 

yxyxyxyx:  הסטנדרטי� הינ� ++++ ,',',''.  

  .סכומי� סטנדרטי� n2משתני� קיימי�  nעבור     

  

  .משתני� nמכפלות וסכומי� סטנדרטי� עבור ית  שיטה לבנ  .5.4.2

zyx:  ונסמ� את המשתני� n=3 נעשה דוגמא עבור   ,,.  

  .ההסבר יופיע לאחר רישו� הטבלה. n=3בטבלה הבאה יופיעו מכפלות וסכומי� סטנדרטי� עבור   

  

סכומי� סטנדרטי� 

(MAXTERM)  

  גור�               סימו�

  מכפלות סטנדרטיות

(MINTERM)  

  גור�              סימו�

x   y   z  

 ער� בינרי

  ער� עשרוני

 x y zשל  

0M      zyx ++  0m           ''' zyx ⋅⋅  0   0 0 0 

1M      'zyx ++  1m           zyx ⋅⋅ ''  0   0 1 1 

2M        zyx ++ '  2m          '' zyx ⋅⋅  0   1 0 2 

3M       '' zyx ++  3m          zyx ⋅⋅'  0   1 1 3 

4M        zyx ++'  4m         '' zyx ⋅⋅  1   0 0 4 

5M       '' zyx ++  5m          zyx ⋅⋅ '  1   0 1 5 

6M          zyx ++ ''  6m         'zyx ⋅⋅  1   1 0 6 

7M        ''' zyx ++  7m          zyx ⋅⋅  1   1 1 7 
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  :בלההסבר לשיטת בנית הט  

) "ל 0את הערכי� בי�  רשמנו בעמודה השמאלית   .א )12 −n   כאשרn – מספר המשתני� .

zyx(רשו� שרשמנו הבצורת . 7"ל 0בי�  הינ� ערכי�הלכ�  n=3זו  בדוגמא  ,,(   

  .M.S.B"הוא ה xמשתנה ה       

  .עשרוני בצורה בינריתיה נרשו� את הער� היבעמודה השנ  .ב  

  ) n=3מתייחס לדוגמא עבור  (   :(MINTERMS) מכפלות סטנדרטיותבנית   5.4.2.1  

  :בנית הגור�  .1    

כאשר . משתני� שוני� 3בי�  ANDכאמור לעיל כל מכפלה סטנדרטית הינה פעולת       

אזי המשתנה המתאי� הוא  0א� סיבית המתאימה של המספר בייצוג הבינרי היא 

  ).מותג(הופכי 

). לא הופכית(אזי המשתנה מופיע בצורה ישירה  1במידה וסיבית המתאימה הינה       

לכ� המכפלה המתאימה היא  zyx=000בשורה ראשונה בטבלה : לדוגמא

''' zyx.  

zyxולכ� המכפלה המתאימה היא  zyx=001בשורה שניה        ''.  

מציי� את הער�   jכאשר   , mj לכל מכפלה סטנדרטית יש סמל בטבלה: מו�יס  .2    

  .העשרוני של המספר הבינרי באותה שורה

א� נציב במכפלה מסוימת במקו� המשתני� את : תכונה של מכפלה סטנדרטית  .3    

, למשל                         . 1נקבל תמיד ) באותה שורה בטבלה(הער� הבינרי המתאי� 

'': הינה 2mמכפלה  zyx 110א� נציב  ⋅⋅ === zyx  פעולת נקבל תוצאת 

AND  :1.  

  ) n=3מתייחס לדוגמא עבור  (    (MAXTERMS)סכומי� סטנדרטי� בנית   5.4.2.2  

  .בניית הגור�  .1    

  .משתני� שוני� 3בי�  ORפעולת כאמור לעיל כל סכו� סטנדרטי הינו       

אזי המשתנה  0הינה א� הסיבית המתאימה של המספר בייצוג הבינרי  "

  .בסכו� הסטנדרטי) לא הופכי( בצורה ישירההמתאי� מופיע 

). מותג( הופכיאזי המשתנה המתאי� הוא  1ערכה במידה והסיבית המתאימה  "

: כו� הסטנדרטי המתאי� הואלכ� הס zyx=000בשורה ראשונה : לדוגמא

zyx ++. 

מציי� את הער� העשרוני j כאשר  . Mj :לכל סכו� סטנדרטי  יש סמל בטבלה: סימו�  .2

  .של המספר הבינרי באותה השורה

  :תכונה של סכו� סטנדרטי  .3

מסוי� במקו� המשתני� את הער� הבינרי המתאי�  MAXTERM "א� נציב ב  

6M :zyxלמשל סכו� . 0נקבל תמיד ) באותה שורה בטבלה( ++ ''.  

0000נקבל  zyx=110א� נציב    =++.  
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 5.5      �  MINTERM " ו MAXTERMקשר בי

" לפי חוקי דה(באותה שורה בטבלה   MINTERM " הוא משלי� של ה MAXTERMשי� לב שכל     

  .והפו�   )מורג�

  .  POS"ו  SOP: הגדרת  מושגי�    5.6                

  ) .  SUM  OF PRODUCTS(   SOPנקרא  )   לאו  דווקא  סטנדרטיות  (    סכו�  של מכפלות  "                         

  )המכפלות אינ� סטנדרטיות (  . SOPהפונקציה רשומה בצורת   . f( x , y ,z )= x•y +y•z:   למשל                 

  .)   PRODUCTS OF SUMS (   POSנקראת  )    לאו  דווקא  סטנדרטיי�    ( מכפלת  סכומי�    "             

הסכומי� אינ� (  . POSצורת  הפונקציה רשומה ב.    f(x , y, z)= (x+y)•( z+y):  למשל                   

 )סטנדרטיי�

  בניית פונקציה בוליאנית מתו' טבלת אמת  5.7

  :נית� לבנות פונקציה בוליאנית מתו� טבלת אמת בשני אופני�: כללית  

  .סכו� של מכפלות סטנדרטיות    "  

  .מכפלה של סכומי� סטנדרטי�    "  

  . יח את השיטהנסביר את השיטה באמצעות דוגמא מסוימת ולאחר מכ� נוכ  

zyxמשתני� 3 של   fנתונה פונקציה  : דוגמא             :הפונקציה מתוארת בטבלת האמת הבאה. ,,

    

( )zyxf ,,  x     y     z ער� עשרוני  

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0     0     0 

0     0     1 

0     1     0 

0     1     1 

1     0     0 

1     0     1 

1     1     0 

1     1     1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

  

  x  " סיבית ה" M.S.B.  

  .  מציאת הפונקציה בתור סכו� של מכפלות סטנדרטיות  5.7.1  

 ORבצע פעולות . 1התבונ� בטבלת האמת בשורות שבה� ער� הפונקציה הינו : תאור השיטה    

  :א� נבצע את האמור לעיל נקבל. שורות אלושמתאימות ל) MINTERM "ה(על כל המכפלות 

( ) xyzzxyzyxmmmzyxf ++=++= '''',, 741  

)"רק א� נציב ב הפונקציה לפי טבלת האמת של :הסבר השיטה     )zyxf  את הערכי� ,,

xyz=001  אוxyz=100   אוxyz=111   קיימות רק מכפלות אלו ש ו�כי ( . 1אז ער� הפונקציה

  ). � לטבלת האמתמתאי כדלעיל פונקציה בצורה מפורשתהשו� יבפונקציה ולכ� ברור שר
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  .מציאת הפונקציה בתור מכפלת סכומי� סטנדרטי�   5.7.2  

משלי� של  ( f'טבלת האמת של .  fנתונה טבלת האמת של פונקציה  : טענה  5.7.2.1    

בעמודה של  0"ב 1"ו 1"ב 0י שנחלי  "ע  fמטבלת האמת של  מתקבלת ) f   פונקציה

  .  fהאמת  של הפונקציה הפונקציה בטבלת  ערכי

)שהרי א�  ( ) ( ) 0,,1,,' 000000 =⇐= zyxfzyxf (  

  :f'יחס לטבלת האמת שבדוגמא דלעיל נרשו� את טבלת האמת של יבהת 

 

 ( )zyxf ,,'  

x y z 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

0 0 0 

0 0 1 

0 1 0 

0 1 1 

1 0 0 

1 0 1 

1 1 0 

1 1 1 

  :)סטנדרטי  SOP( סטנדרטיות  באמצעות סכו� מכפלות f'כעת נרשו� את    

( ) '''''''',,' xyzzxyyzxyzxzyxzyxf ++++=  

  )  f ='( ' f )כיו�  שקיי�   (   .f  נקבל את f'על כעת א� נבצע משלי�       

  .f'של  משלי�מורג� נמצא את "לפי חוקי דה      

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

65320

'''''''

'''''''''''

MMMMM

zyxzyxzyxzyxzyx

xyzzxyyzxyzxzyxf

⋅⋅⋅⋅=

++⋅++⋅++⋅++⋅++=

++++=

  

טאנו את פונקצית  יב) fשהוא למעשה  ( f'של  משלי�בתהלי� של מציאת : מסקנה      

f  כמכפלה של סכומי� סטנדרטי�(MAXTERMS).  

 ,מכפלת סכומי� סטנדרטי�  ית פונקציה בצורת ישיטה לבנאת ה מתו' הדוגמא  נסביר    

  : טבלת האמת מתו'

בצע . 0בשורות שבה� ער� הפונקציה הינו טבלת האמת של הפונקציה בהתבונ�       

שמתאימי� לשורות  (MAXTERMS)הסטנדרטי� על כל הסכומי�  ANDפעולות 

  .אלו

  .מכפלת סכומי� סטנדרטי� הפונקציה בצורת : התוצאה שמתקבלת  הינה                                       

  :נקבל 3א� נבצע את האמור לעיל עבור הדוגמא בתחילת סעי                                        

( ) 65320,, MMMMMzyxf ⋅⋅⋅⋅=  
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  .רישו�  פונקציות  בצורות  קנוניות        5.8

  : מהאופני�באחת   פונקציה בוליאנית  נקראת  רשומה בצורה קנונית  א� הינה רשומה  :הגדרה          

  . מכפלת סכומי� סטנדרטי�) או  בות סטנדרטיות           כסכו� של מכפל) א               

  )סטנדרטי    SOP. (   רישו� פונקציה כסכו� של מכפלות סטנדרטיות   5.8.1  

  .סכומי� סטנדרטי� n2"מכפלות סטנדרטיות ו n2משתני� קיימות  nעבור   

  ). ליטרלי� n תמידאו בסכו� סטנדרטי יש  במכפלה סטנדרטית: תזכורת (  

י סכו� מכפלות "נוח לבטא את הפונקציה ע)  זציהיכפי שנראה בהמש� לצור� מינימ (לעיתי�   

  .סטנדרטיות

י מציאת טבלת "נית� להביאה לצורה זו ע, סטנדרטי SOP  במידה והפונקציה איננה נתונה בצורת   

כפי  הסטנדרטי  POS"וה הסטנדרטי SOP"פשוטה את ה האמת של הפונקציה ואזי נית� למצוא בצורה

  ).בהמש� נראה שיטה נוספת. (5.7שלמדנו בסעי  

):  נתונה הפונקציה הבאה: דוגמא   ) CBACBAF ',, +=.  

  )סכו� של מכפלות  סטנדרטיות (.סטנדרטי   SOP "רשו� את הפונקציה כ  

  :נרשו� את טבלת האמת של הפונקציה: פתרו�  

    

f A B C 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

0 0 0 

0 0 1 

0 1 0 

0 1 1 

1 0 0 

1 0 1 

1 1 0 

1 1 1 

  :לכ�  

( ) 76541,, mmmmmCBAF ++++=      )A "  סיבית ה" M.S.B  (  

  :בצורה הבאה סטנדרטי   SOPפונקציה בוליאנית שמבוטאת בצורת  לסמ� נוהגי�  

( ) ∑= 7,6,5,4,1,, CBAF  

  .הסטנדרטיות אשר מופיעות בפונקציהעל כל המכפלות  ORמציי� פעולת  ∑כאשר   

jki: כאשר המכפלות שמופיעות בפונקציה הינ� לדוגמא   mmm את האינדכסי� ∑"רושמי� בתו� ה  : 

i, k, j בצורה :( )∑ kji ,,.  
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  )סטנדרטי    POS(    . רישו� פונקציה בצורת מכפלת סכומי� סטנדרטי�  5.8.2

מוצאי� את טבלת האמת של , סטנדרטי POS פונקציה איננה רשומה בצורת במידה וה    

  .כפי שלמדנוהסטנדרטי   POS"ומתו� טבלת האמת נמצא את ה, הפונקציה

                    

                          �  . סטנדרטי   POS הרשומה בצורת פונקציה בצורת סימו

  :נניח שהפונקציה רשומה בצורה הבאה    

( ) 5420,, MMMMzyxF ⋅⋅⋅=  

  :נוח לסמ� בצורה הבאה    

( ) ( )5,4,2,0,, π=zyxF  

  נניח שסכומי� שמופיעי� . על הסכומי� שמופיעי� בפונקציה ANDמציי� פעולת  πכאשר      

ijkבפונקציה הינ�  MMM   :כלומר i, j, kאת האינדכסי�  π "אזי רושמי� בתו� ה,  ,,

( )kjiF ,,π=.  

    

  .המרת צורות קנוניות של פונקציה    5.8.3

  .של הפונקציהקנונית  נקראת צורהסטנדרטי   POSאו  סטנדרטי SOPרישו� פונקציה בצורת     

זה בזה ורשו� את  π" ו ∑החל  את הסימוני� : תאור שיטה למעבר מצורה קנונית אחת לשניה    

  :למשל. המספרי� שאינ� מופיעי� בצורה המקורית

( ) ∑= 5,4,2,0,, zyxF  

  7 ,6 ,3 ,1:  המספרי� החסרי� הינ�    

):  לכ�     ) ( 7,6,3,1,, π=zyxF.  
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  שערי� לוגיי� ספרתיי�  5.9  

    
Y

X

(1F = (X·Y)    AND

  

    

(2F = (X+Y)    OR

X

Y
  

    

(3X F = X' NOT

  

    

X  X BUFFER (4

  

  

Y

X
(5F = (X·Y)'    NAND


סימו� נוס� לNAND:F= X      Y

X

Y
(6F = (X+Y)'    NOR

:F= X      Y 
סימו� נוס� ל: NOR

X

Y
F = X'Y+XY'        XOR (7

+X       Y: סימו�  נוס�

  

      

X

Y
F = XY+X'Y'        XNOR

(8

X:סימו�  נוס� Y
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  :שערי� מרובי כניסות

  :כניסות למשל 2"קיימי� שערי� לוגיי� עבור יותר מ    

    

OR  כניסות3בעל  שער 

  

    

NAND  כניסות3בעל  שער 

 

      

  

  

ללא שימוש  לצורה קנונית) סטנדרטיקא ולאו דו(  SOPבצורת רישו� פונקציה הרשומה    5.10 

  .אמת בטבלת

  ).סטנדרטי  קאודו"לאו(בצורת סכו� מכפלות  fו� ביטוי  נת    

  .עבור למכפלה הבאה, א� היא מינטר�: בדוק כל מכפלה בביטוי .1

 :אחרת .2

) "כפול את המכפלה ב 2.1 )ii xx   .החסר במכפלה ixעבור כל משתנה  +'

 .פתח סוגריי� ובטל מכפלות חוזרות 2.2

  :דוגמא    

 

( )
( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )'''
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7,6,4,3,2,0

'''''''''
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xyzxyzzxyyzxyzxzyx

xyzzyxzxyxyzyzxyzx

xyzyxzxyzyxzxyzyzxyzx
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