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  7פרק    

  של פונקציות בשיטת הטבלה )פישוט( מינימזציה

  

  :הקדמה  7.1

ככל שמספר . �6או מ �5שיטת הפישוט באמצעות מפת קרנו היא נוחה כל עוד מספר המשתני� אינו גדול מ

                        . גדל אזי מספר הרבועי� הרב מונע בחירה נבונה של רבועי� סמוכי� שכדאי לצר�המשתני� 

  .) שמביאה לפישוט מכסימלי אלא תלוי ביכולת אנושית לזהות תבניות שיטתיתכלומר זו לא דר�  (

  .פיתוח דר� שיטתית  לפישוט פונקציות  בוליאניות   :מטרה 

  .(TABULATION METHOD).  שיטת הטבלהשיטה נקראת ה

  . בור פונקציה נתונהע) היינו שיטתית(ביטוי מפושט בצורה סטנדרטית  רשיטה זו מבטיחה ייצו

  . של משתני� רב נית� להשתמש בה לפישוט פונקציות בעלות מספר 

כפי שנראה מבחינה (י מכונה "השיטה מתאימה לחישובי� שמתבצעי� ע :יתרו� גדול של השימוש בשיטה

ש ממציא "ע (  QUINE MCCLUSKEYשיטת הטבלה ידוע ג� בש� ). אנושית אמנ� זה עבודה מיגעת

  ). השיטה

  . ) PSOפישוט בצורת על  נדבר בשלב זה  ( . אור השיטה בצורה כללית ביותרת

  :מורכב משני חלקי )  השיטה (האלגורית     

) שנסבירו בהמש� , י חיפוש ממצה"ע( להיכלל בפונקציה המפושטת  המועמדי�מציאת כל הגורמי�  :'שלב א

  .) PRIME IMPLICANT  )PIאו  "ראשוני�"גורמי� אלו נקראי� רכיבי� 

יש לבחור את אלה הנותני� ביטוי בעל מספר ) ' שנמצאו בשלב א( מבי� כל הרכיבי� הראשוני� : 'שלב ב

  ).שלב זה נקרא בחירת רכיבי� ראשוני� שיוצרי� את הפונקציה המצומצמת ( גורמי� קט� ביותר 

  

  . SOPעבור פונקציה בצורת  תאור האלגורית  בצורה מפורטת  7.2

  .( PRIME IMPLICANT ) כיבי  ראשוני קביעת ר  7.2.1

י טבלת "ע (יש לרשו� את הפונקציה באמצעות מכפלות סטנדרטיות אשר מגדירות את הפונקציה , ראשית

בתהלי� הזיווג . שבסופו נקבל רכיבי� ראשוני� ( MERGE )לאחר מכ� נבצע תהלי� זיווג ) ' וכו אמת למשל

א� שתי מכפלות סטנדרטיות נבדלות במשתנה . טית אחרתמכפלה סטנדר לכלמכפלה סטנדרטית  כלי� ומש

יש לחזור על תהלי� זה עבור כל . משמיטי� משתנה זה ומתקבל גור� בעל ליטרל אחד פחות, אחד בלבד

מחזור תהלי� הזיווג חוזר על עצמו עבור הגורמי� . מכפלה סטנדרטית עד אשר החיפוש הממצה יסתיי�

אי אפשר , עד אשר במעבר יחיד, במחזור שלישי ובמחזורי� נוספי�יש להמשי� . החדשי� שנמצאו עד עתה

  ). או לא נוכל לזווג ( להשמיט עוד ליטרלי� 

  .הגורמי� שלא נית� היה לזווג� במש� התהלי� יוצרי� את הרכיבי� הראשוני�
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  :פשט את הפונקציה הבאה באמצעות שיטת הטבלה :דוגמא

( ) ( )∑= 15,14,11,10,8,2,1,0,,, zyxwF  

  .ר נסביר אי� מקבלי� אותהנרשו� הטבלה ואח

  

  1עמודה    2עמודה    3עמודה  

yzxw yzxw  משודכי�  ,, yzxw  משודכי�  ,,   ער� דצימלי  ,,

00−−    ( )10,8,2,0  −000    ( )1,0  0000  √        0  

00−−    ( )10,2,8,0  000 −  √  ( )2,0  0001  √        1 

−−11            ( )15,14,11,10  -000  √ ( )8,0 0010  √       2 

−−11            ( )15,11,14,10  -010    √  ( )10,2  1000    √        8 

  010 −  √  ( )10,8  1010    √       10 

  −101    √  ( )11,10  1011    √       11 

  101−  √  ( )14,10  1110    √       14 

  111−    √  ( )15,11 1111  √         15 

  −111    √  ( )15,14  

  

  

  

  

  הסבר לאופ� קבלת הטבלה

י� שה� ��1ספר המחלקי� את המכפלות הסטנדרטיות בהצגת� הבינרית לקבוצות בהתא� למ  :1שלב 

  .של הטבלה) 1(כפי שנית� לראות בעמודה , מכילות

הקבוצה . המופרדות בקווי� אופקיי�, ידי חלוקת המכפלות הסטנדרטיות לחמש קבוצות�נעשה זאת על

הקבוצות . יחיד 1הקבוצה השניה מכילה את המספרי� שבה� יש . י��1הראשונה מכילה את המספר שאי� בו 

� שווי. י� בהתאמה�1שלושה וארבעה , חמישית מכילות את המספרי� שבה� יש שניי�הרביעית וה, השלישית

  .זיהוי המספרי�ב נוחות לצור� –הער� העשרוניי� של המכפלות הסטנדרטיות מופיעי� א� ה� 

ולהשמיט את המשתנה , נית� לצר� כל שתי מכפלות סטנדרטיות הנבדלות זו מזו במשתנה אחד בלבד  :2שלב 

א� ערכי הסיביות שלה� זהי� , נית� לצר� שני מספרי מכפלות סטנדרטיותבמילי� אחרות . �המבדיל ביניה

ההשוואה נעשית רק בי� המכפלות הסטנדרטיות בקבוצה אחת לבי� המכפלות . בכל המקומות פרט לאחד

ית משו� שלא נית� לזווג שני גורמי� הנבדלי� ביותר מסיב, )בכיוו� מטה ( הסטנדרטיות בקבוצה העוקבת 

את המכפלה הסטנדרטית בקבוצה הראשונה משווי� לכל אחת משלוש המכפלות הסטנדרטיות בקבוצה . אחת

לשתי המכפלות הסטנדרטיות כדי   √נסמ� , א� שני מספרי� כלשה� זהי� בכל המקומות פרט לאחד. היהשני

של ) 2(פיע בעמודה מו, הער� העשרוניי��יחד ע� שווי, הגור� המתקבל כתוצאה. לציי� שכבר השתמשנו בה�
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במקרה זה המכפלה  . ידי מק� במקומו המקורי�המשתנה שהושמט בעת הזיווג מסומ� על. הטבלה

)הסטנדרטית  ) 00000 m מצורפת ל� ( ) 10001 m  ומתקבל(   :באהשקול לפעולה האלגברית הצירו� זה . 000−(

''''''''''10 yxwzyxwzyxwmm =+=+  

)ומתקבל  �2mמצורפת ג� ל 0mהמכפלה הסטנדרטית  )000 )ומתקבל  �8mוכ� ל − תוצאת השוואה . −000(

יה ית של הקבוצות השנכעת משווי� בי� המכפלות הסטנדרטיו). 2(זו נרשמת בקבוצה הראשונה של עמודה 

בי� יתר הקבוצות ). 2(כדי ליצור את הגורמי� המופיעי� בקבוצה השניה של עמודה ) 1(והשלישית של עמודה 

  ).2(ובדר� זו נוצרות ארבע הקבוצות של , נערכת השוואה באופ� דומה) 1(של 

, מתחת למשתנה 1א� רשומה הספרה . הינ� בעלי שלושה משתני� בלבד) 2(הגורמי� שבעמודה  :3שלב 

לל כומק� פירושו שהמשתנה אינו נ; פירושו שהוא מותג, 0וא� רשומה הספרה ; פירושו שהמשתנה אינו מותג

כדי ליצור גורמי� בעלי שני ) 2(יש לחזור על תהלי� החיפוש וההשוואה עבור הגורמי� שבעמודה . בגור�

 מופיעי� מקפי�ות עוקבות ואשר בה� יש לזווג גורמי� הנמצאי� בשתי קבוצ, שוב). 3( משתני� בעמודה

)שהגור� , שי� לב. באותו מקו� לכ� הסימ� . אינו מתאי� לשו� גור� אחר מבחינת מיקו� המק� שלו 000−(

יש לחזור על . הער� העשרוניי� נכתבי� בצידו השמאלי של כל גור� למטרות זיהוי�שווי. לידו  אינו מופיע  √

.                                כל עוד מצליחי� לזווג בי� מכפלות, ובעמודות הבאות אחריה) 3(מודה תהלי� ההשוואה בע

  .באופ� שהוגדר בדוגמא הנוכחית הפעולה נפסקת בעמודה השלישית

  

בדוגמא זו הגורמי� הללו ה� . יוצרי� את הרכיבי� הראשוניי� √�הגורמי� בטבלה שלא סומנו ב :4שלב 

( ) '''000 yxw−  והגורמי� , )2(בעמודה( ) ''00 zx−− ו�( )wy−−11  בעמודה שכל גור� , שי� לב). 3(בעמודה

סכו� . אי� צור& להשתמש באותו גור  פעמיי   וכל עוד הגור� יוצר רכיב ראשוני, מופיע פעמיי� בטבלה) 3(

נלקח בחשבו�  √�משו� שכל גור� בטבלה שסומ� ב, הפונקציההרכיבי� הראשוניי� מהווה ביטוי מפושט עבור 

בדוגמא הזו סכו� הרכיבי� הראשוניי� יוצר את הפונקציה . ידי גור� פשוט יותר בעמודה שאחריו�על

  :המצומצמת בצורת סכו� מכפלות

wyzxyxwF ++= '''''  

  .בעזרת שיטת המפהשמתקבלת  תוצאה זו לתוצאה נשווה את 

  :באמצעות מפת קרנו הפישוט של פונקציה זואופ� אה את האיור הבא מר 

1 1 1

1 1

11

1

00 01 11 10

00

01

11

10

wx

yz
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  .שי� לב לרביעיה בקצוות 

הסכו� של שלושה . הצירופי� של ריבועי� סמוכי� נותני� את שלושת הרכיבי� הראשוניי� של הפונקציה

  .גורמי� אלה הנו הביטוי המפושט בצורת סכו� מכפלות

נבחרה במתכוו� כ� שהפונקציה שלאחר הפישוט תתקבל מתו� סכו�  ונה האחרדוגמא הש, חשוב לציי�

בדר� כלל סכו� הרכיבי� הראשוניי� אינו יוצר בהכרח את הביטוי בעל מספר הגורמי� . הרכיבי� הראשוניי�

  .הבאה  נית� לראות זאת בדוגמא. המינימלי
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  .באלגורית ' נדרש שלב ב הדוגמא שב

  :מצא את כל הרכיבי� הראשוניי� של הפונקציה הזו

( ) ( )∑= 15,11,10,9,8,7,6,4,1,,, zyxwF  

  .הסטנדרטיות לקבוצות כבטבלה הבאהיש לחלק את מספרי המכפלות 

  

  3עמודה  

                              

wxyz         משודכי�  

  2עמודה  

                        wxyz 

 

  �  משודכי                        

  1עמודה  

wxyz 

  ער� עשרוני

8, 9, 10, 11         10-- 1, 9   -001 0001  √       1   

8, 10, 9, 11          10-- 4, 6   01-0 0100  √        4 

 8, 9   √100- 1000  √         8 

 8, 10   √10-0 0110  √          6 

 6, 7                     011- 1001  √          9 

 9 , 11                 √10-1   1010  √           10 

 10 ,11              √  101-     0111  √            7 

 7 , 15                   -111  1011  √             11 

 11 , 15                  1-11           1111  √           15 

  

  

  רכיבי�  ראשוניי�

  

  גור�

  בינרי

zyxw  

  

  עשרוני

zyx ''  

'' xzw  

xyw'  

xyz  

wyz  

'wx  

100−  

010 −  

−110  

111−  

111−  

−−01  

1, 9  

4, 6,  

6, 7,  

7, 15,  

11, 15,  

8, 9, 10, 11 
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ביטוי זה אינו בהכרח בעל , למרות זאת. סכו� הרכיבי� הראשוני� נות� ביטוי אלגברי תק� עבור הפונקציה

  .האחרונה   דוגמה ה אות זאת מתו� התבוננות במפת הפונקציה של נית� לר. המספר המינימלי של גורמי�

0100 11 10

00

01

11

10

1

1 1 1

1

1 111                          

wx

yz

  

''''':ממפת קרנו  הינה  כפי שנית� לראות , הפונקציה המצומצמת wxxyzxzwzyxF +++=  

. בשלב א של האלגורית�  פונקציה זו מורכבת מסכו� של ארבעה מתו� ששת הרכיבי� הראשוניי� שהתקבלו

  .נלמד את שיטת הטבלה לבחירת הרכיבי� הראשוניי� כדי לקבל את הפונקציה המצומצמת בסעי� הבא

  .'באלגורית� לא נת� מינימו� וצרי� שלב ב' שלב א :מסקנה

  . בחירת רכיבי  ראשוניי 'באלגורית שלב ב  7.2.2

. וניי�בחירת הרכיבי� הראשוניי� היוצרי� את הפונקציה המצומצמת נעשית מתו� טבלת הרכיבי� הראש

בכל שורה . בעמודה�שמופיעה בפונקציהוכל מכפלה סטנדרטית , בטבלה זו כל רכיב ראשוני מיוצג בשורה

כעת בוחרי� . י� כדי להראות את המכפלות הסטנדרטיות המרכיבות את הרכיבי� הראשוניי�� Xמופיעי�  

 הבאה דוגמא . ונקציהקבוצה מינימלית של רכיבי� ראשוניי� המכסה את כל המכפלות הסטנדרטיות של הפ

  .שיטה את המבהירה 

  ) .הראינו  ששלב א לא נת� לנו מינימו� (    .האחרונה   צמצ� את הפונקציה שבדוגמא: דוגמא

)צמצ�  ) ( )∑= 15,11,10,9,8,7,6,4,1,,, zyxwF  

  : טבלת רכיבי  ראשוניי : הנקראת   הרכיבי� הראשוניי� לדוגמא זו מופיעי� בטבלה הבאה

15 11 10 9 8 7 6 4 1   

   X     X 1, 9 √ zyx ''  

      X X  4, 6 √ '' xzw  

     X X   6, 7 xyw'  

X     X    7, 15 xyz  

X X        11, 15 wyz  

 X X X X     8, 9, 10, 11 √ 'wx  

 √ √ √ √  √ √ √   
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 שכל אחת, ותשע עמודות) האחרונה בשלב א  שהתקבל בדוגמא(אחת לכל רכיב ראשוני , שש שורותבטבלה יש 

י� כדי לציי� את המכפלות �Xבכל שורה מסומני�  . מה� מייצגת מכפלה סטנדרטית אחת של הפונקציה

, בשורה הראשונה מצייני�   י�X-�ני הש:  למשל. הסטנדרטיות הנכללות ברכיב ראשוני של שורה זו

רצוי לכתוב  את  שווה הער� העשרוני   של  .    x'y'zנכללות  ברכיב הראשוני   9 � ו 1שהמכפלות  הסטנדרטיות 

לאחר . כ� מקבלי�  בצורה נוחה  את  המכפלות  הסטנדרטיות  הנכללות בו .  הרכיב הראשוני  בכל שורה  

נחפש כעת בטבלה את העמודות . י� מספר מינימלי של רכיבי� ראשוניי�בוחר , י� – X �שסומנו כל ה

. �10ו, 8, 4, 1: יחיד Xבדוגמא זו יש ארבע מכפלות סטנדרטיות שבעמודותיה� מופיע . אחד בלבד Xהמכילות 

zyxידי הרכיב הראשוני �מכוסה על 1המכפלה הסטנדרטית  הראשוני בחירת הרכיב : ופירושו של דבר ''

zyx � מכוסה על 4המכפלה הסטנדרטית , באופ� דומה. תיכלל בפונקציה 1שהמכפלה הסטנדרטית , מבטיחה ''

''ידי הרכיב הראשוני  xzw , ידי הרכיב הראשוני �על �10ו 8והמכפלות הסטנדרטיות'wx . רכיבי� ראשוניי�

        . ) EPI(   חיוניי  רכיבי  ראשוניי יחיד בעמודותיה� נקראי�  Xכפלות סטנדרטיות בעלות המכסי� מ

אי� ברירה אלא לכלול את הרכיבי� , כדי שהביטוי הסופי המפושט יכיל את כל המכפלות הסטנדרטיות

ניי� כדי לציי� ליד הרכיבי� הראשוניי� החיו בעמודה הראשונה יופיע בטבלה √סימ� . הראשוניי� החיוניי�

  .שה� נבחרו

. שנבחרו הראשוניי� החיוניי�ידי הרכיבי� � כעת נבדוק כל עמודה שהמכפלה הסטנדרטית שלה מכוסה על

zyxהרכיב הראשוני , למשל   1בתחתית העמודות  √נסמ� . �9ו 1שנבחר מכסה את המכפלות הסטנדרטיות  ''

''הרכיב הראשוני , באופ� דומה. )בשורה האחרונה  בטבלה (    �9 ו xzw  ו 4מכסה את המכפלות הסטנדרטיות�

  .�11ו 10, 9, 8מכסה את המכפלות הסטנדרטיות  wx'�ו 6

ונראה שבחירת הרכיבי� הראשוניי� החיוניי� מכסה , בשורה האחרונה בטבלת הרכיבי� הראשוניי�נתבונ� 

ידי בחירת רכיב �יש לכלול שתי מכפלות אלה על. �15ו �7הסטנדרטיות של הפונקציה פרט לאת כל המכפלות 

, מכסה את שתי המכפלות הסטנדרטיות xyzבדוגמא זו ברור שהרכיב הראשוני . אחד או יותר) נוס�(ראשוני 

וניי� שסכומ� נות� את הפונקציה מצאנו אפוא את הקבוצה המינימלית של רכיבי� ראש. ולכ� יש לבחור אותו

  :המצומצמת הדרושה

xyzwxxzwzyxF +++= '''''  
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  .(pos)שיטת הטבלה עבור מכפלות סכומי     7.3

  :תיאור השיטה      .POSנית� להתאי� את שיטת הטבלה כ� שנקבל ביטוי בצורת 

למקומות  מתאימותהמכפלות הרשו� את . 0התיחס לטבלת האמת למקומות בה� ער� הפונקציה הינו   .א

  ).למעשה זו טבלת האמת של המשלי� של הפונקציה . ( אלו

  .'הפעל את שיטת הטבלה עבור המכפלות הסטנדרטיות שבשלב א  .ב

  .POSתוצאה הינה ביטוי מפושט בצורת . 'בצע פעולת משלי� על הביטוי שבשלב ב  .ג

  

  

  .עבור פונקציה בעלת צירופי  אדישי שיטת הטבלה   7.4

  .ש� את שיטת הטבלה עבור פונקציה בעלת צירופי� אדישי� לאחר שנבצע שינוי קל בשיטת הטבלהנית� ליי

דבר זה . של מציאת הגורמי� הראשוני� נכלול ג� את המכפלות שמתאימות לצירופי� האדישי� 'בשלב א

  .יאפשר לקבל רכיבי� ראשוניי� בעלי מספר ליטרלי� הקט� ביותר

כוללי� את הצירופי� האדישי�  לא, וני� את טבלת הרכיבי� הראשוניי�של שיטת הטבלה כאשר ב 'בשלב ב

רשימת המכפלות המופיעות בפונקציה ממוקמת . ( ברשימת המכפלות הסטנדרטיות שמופיעות בפונקציה

  ).בשורה אופקית עליונה בטבלת רכיבי� ראשוניי� 

  .'כיבי� ראשוניי� שנמצאו בשלב אי ר"כיוו� שצירופי� אדישי� אינ� צריכי� להיות מכוסי� ע: הסיבה לכ�


