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  אלגברה בוליאנית    4פרק                                               

  ות בסיסיותהגדר  4.1

  

קבוצת , קבוצת איברי�: נית� להגדיר בתור –בדומה לכל מערכת מתמטית אחרת  – אלגברה בוליאנית

  . אופרטורי� וכמה אקסיומות

 ∋Sxאזי פירושו של הסימו� , ה� עצמי� מסוימי� ,xy �ו, היא קבוצה Sא� . זה אוס� של עצמי� קבוצה

  .Sאינו איבר בקבוצה   y�פירושו ש ∌Sy:   הסימו�  ואילו , Sאיבר בקבוצה   x �הוא ש

}: למשל) בצורת צמד(י זוג סוגרי� "קבוצה של איברי� מסומנת ע }4,3,2,1=A . סימו� זה פירושו שקבוצה

A  ו 1 2 3מכילה את המספרי��4 .  

למשל . Sאיברי� מתו#  זוגכלל שמתאי� איבר יחיד לכל : הוא Sאופרטור בינרי שמוגדר על קבוצת איברי� 

cba:ביטוי נתבונ� ב י "עפ cא� הוא מגדיר כלל למציאת ) Sשמוגדר על (הוא אופרטור בינרי  x�נאמר ש. ×=

}הזוג  }ba,  כאשרSba   )S�לא שיי# ל c�ש יתכ�: שי� לב. (,∋

  :הגדרות למבני� אלגברי� כללי�

האופרטור מגדיר , Sא� לכל זוג איברי� מתו# , נקראת סגורה ביחס לאופרטור בינרי Sקבוצה  – סגור  .1

  . S�שג� הוא שיי# לכלל למציאת איבר יחיד 

  :דוגמאות            

}קבוצת הטבעי�  �              }...3,2,1,0=N כיוו� שלכל , : +     סגורה ביחס לאופרטור החיבורNba נית�  ,∋

C :cbaלהתאי� איבר    . ∋NC �ו +=

−∌Nאבל  N∈3,2כי למשל  –יחס לאופרטור החיסור סגורה ב איננהקבוצת הטבעי�   �             32    .  

2.  �Syxzא� לכל  קבוצינקרא   )כלשהוא ( •אופרטור בינרי – חוק הקבו   )x•y)•z=x•(y•z): קיי� ,,∋

  . אופרטורי   החיבור  והכפל  הינ�  קיבוציי�  �:  דוגמאות           

):למשל . אופרטורי  החילוק  והחיסור  אינ�  קיבוציי�    �                               ) ( )2:4:82:4:8 ≠.  

א� לכל  )קומוטטיבי( חלופינקרא   Sשפועל על קבוצה )כלשהוא ( • אופרטור בינרי : חוק חילו   .3

Syx     x•y=y•x  :קיי� ,∋

  ..אינ�  חילופיי�    חיסורהחילוק וה יאופרטור:  א דוגמ           

  

  .ית של אלגברה בוליאניתטהגדרה אקסיומ  4.2 

}. איברי� 2בת  Bאלגברה בוליאנית מוגדרת עבור קבוצה  }1,0=B  אופרטורי� 3 באלגברה זו קימי�:  

  . ∪ או       OR        או  + : האפשרויות   3�מסומ� באחת מ  איחוד האופרטור   .א

  . ∩ או   ANDאו • : האפשרויות   3�מסומ� באחת מהחיתו#    אופרטור  .ב

  . xאו  x'י  "ע  : xמשלי� של ה את   סמני�מ)   .  NOT(    משלי�אופרטור   .ג
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את  סימו�  האופרטור  ולרשו�  את               מקובל    להשמיט )   AND(החיתו#  לגבי  אופרטור    : הערה

  .   X•Y:  משמעותו     XY:  הביטוי   למשל .  המשתני�  צמודי� זה  לזה  

  

  

  :כללי� עבור האופרטורי� 4.2.1

  

  ANDאופרטור                                                 ORאופרטור                                                 NOTאופרטור     

x' x  x + y x y  x⋅y x y 

1 

0 

0 

1 

 0 

1 

1 

1 

0 0 

0 1 

1 0 

1 1 

 0 

0 

0 

1 

0 0 

0 1 

1 0 

1 1 

  

  

  .)   HANTINGTONכללי : נקראי� ( .  של אלגברה בוליאנית) תכונות יסודיות(כללי�   4.2.2

   .NOTאו +  ,• ביחס לכל אחד מהאופרטורי�   סגורה Bקבוצה   :טענה   )1כלל 

 0או  1כיוו� שהתוצאה של כל פעולה היא ,   אופרטורי�הנית� להסיק זאת מהטבלאות של                       

  .B∈0,1�כמוב� שו     

xxx.    א    )2כלל  =+=+ xxx.   ב  00 =⋅=⋅ 11  

 י בחירת כל האפשרויות היינו "ע של האופרטורי�  טבלאותהמ  הכלל את נית� לאמת    

01בורע == xx.  

  )קומטטיביות(חילו�     )3כלל 

xyyx  .   א     +=+   .  

  באמצעות טבלת אמת : הוכחה      

  

  

  

  

  

  

  

xyyx  .ב       .בסעי�  א  כפי שעשינו לעיל אמתי בניית טבלת "נית� להוכיח ע  ⋅=⋅

  

  

  

  

xy +  yx +  x y 

0 + 0 = 0 

1 + 0 = 1 

0 + 1 = 1 

1 + 1 = 1 

0 + 0 = 0 

0 + 1 = 1 

1 + 0 = 1 

1 + 1 = 1 

0 0 

0 1 

1 0 

1 1 
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  )ביותטיייבסטרדי(פילוג     )4כלל 

)  .א     ) zxyxzyx ⋅+⋅=+⋅  

ועבור כל צירו� של , x,y,zי בניית טבלת אמת עבור כל ערכי� אפשריי� של "ענית� להראות       

  x,y,z . נראה שער# של( )zyx zxyxשל זהה לער#  ⋅+ ⋅+⋅.  

)  .ב     ) ( ) ( )zxyxzyx     .     רגילהה כלל לא נכו� באלגברה   �    +⋅=+⋅+

  .טבלת אמתי "עפ    : הוכחה  

  

  

+='1  .א    )5כלל  xx  

00'0:110עבור :   הוכחה       ==+=+ x  

11'1:101עבור            ==+=+ x  

⋅='0  .ב     xx  

  .כמו בחלק  א   :   הוכחה      

  

  .שמה� נית� להוכיח את המשפטי� הבאי� ) הנחות יסוד  ( אקסיומות דלעיל  מהווי�    רשימת הכללי� 

עקרו� : משפטי� ונוכיח� נביא עקרו� חשוב מאד של האלגברה הבוליאנית שנקראאת הלפני שנביא 

  .הדואליות

  � ו (AND)נחלי� את האופרטורי�  , באלגברה בוליאנית נכו�במשפט  או נכו�   א� בכלל: עקרו' הדואליות 4.3

(OR)  את כל ה �  .נקבל ביטוי בוליאני נכו� "0"�ב "1"�ואת כל ה "1" �ב "0"�זה בזה וכ� נחלי

     "0"אלא רק , וכדומה y� ב xולא  'x�ב xשל למ משתני�מחליפי�  לא במציאת ביטוי  דואלי   :הערה חשובה

  . זה בזה OR�ב ANDואופרטורי� , "1"�ב

אלא מספיק להוכיח , משפטי�  דואלי�  אחד  ע� השני  2שאי� צור# להוכיח  יתרו� גדול בעקרו� הדואליות

  .הדואלי נכו� המשפט  אחד וממילא משפט 

   .                                    החלקי�  הינ�  דואלי�   2    .חלקי�  2לכל כלל   ,שהובאו לעיל שבכללי�שי� לב 

  :דוגמאות  

xyyx:  3למשל בכלל  +=+  

xyyx:  דואלי שלו הוא ⋅=⋅  

+='1:  5למשל בכלל  xx  

⋅='0:  דואלי שלו הוא xx  

  

  

  

  

  



 130301מערכות  ספרתיות  : ד                                                                                                              קורס "בס

 ©שמואל  וינמ�  :  צה בית הספר הגבוה לטכנולוגיה בירושלי�                                                             מר
  

35 

 

  )שמובא לקמ'   5עיי'  קוד� במשפט  ( .'  הדואליות הוכחת  עיקרו   :רשות  

  .עקרו� הדואליות בצורה  פורמלית 

 :א� מתקיי�

P(x,y,…,0,1,AND,OR,NOT)= Q(x,y,…,0,1,AND,OR,NOT) *  

  :מתקיי� ג�

P(x,y,…,1,0,OR,AND,NOT)= Q(x,y,…,1,0,OR,AND,NOT)     

  :הוכחה 

  .צידי הזהות   2על )   NOT( ונעשה  פעולת  הופכי *  ניקח  את  הביטוי  

  :צידי הזהות  ונקבל את הזהות  הבאה  2מורג� על –לאחר  מכ� נפעיל את חוקי דה 

 P(x',y',…,1,0,OR,AND,NOT)= Q(x',y',…,1,0,OR,AND,NOT)  

 .               x''=x �בעובדה  ש נשתמשו  )  האגפי� 2�ב  לכל המשתני�(     xבמקו�  'xנציב בביטוי האחרו�  

  ]נית� להוכיח את עקרו� הדואליות ישירות באמצעות  אינדוקציה [  .משפט פעולות  אלו מוכיחות את ה
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  . משפטי�  באלגברה בוליאנית  4.4

י "ע ג�אפשר להוכיח :  (משפטי� ונוכיח� על סמ# הכללי� ושימוש ג� בעקרו� הדואליות מספר כעת נביא 

  ).טבלאות האמתבהצבת ערכי� 

xxx  א) 1משפט  =+  

)  ב �2לפי כלל    :כחההו       ) ←=⋅+=+ 1xxxx  

  .י הצבת ערכי�"אפשר ג� עפ      

)  א�5לפי כלל        ) ( ) ←=++= 'xxxx  

=+⋅=←  ב�4לפי כלל        'xxx  

=+=←  ב�5לפי כלל        0x  

  =x    א� 2לפי       

xxx  ב) 1משפט  =⋅  

=+=←   א   �2  כלל לפי:  הוכחה       0xxxx  

=+=  ב�5 כלל  לפי           'xxxx  

)  א�4לפי כלל             ) =+= 'xxx  

=⋅=  א�5לפי כלל             1x  

  =x  א�2לפי כלל            

  .א) 1ב כי הוא דואלי למשפט ) 1 למעשה מיותר היה להוכיח משפט      

11  א) 2משפט  =+x  

)  ב�2לפי כלל :  הוכחה       ) ←+⋅=+ 111 xx  

)  א�5לפי כלל           ) ( ) ←++= 1' xxx  

=+⋅←  ב�4לפי כלל           1'xx  

=+←  ב�2לפי כלל           'xx  

  =1  א�5לפי כלל          

00  ב) 2משפט  =⋅x  

  .א�2  �משפטדואלי לביטוי זה הינו :  הוכחה      

)    3משפט  ) xx =''  

)  :לפי הצבת ער#       ) ( ) 0'1''0 ==  

          ( ) ( ) 1'0''1 ==  

)  א) 4משפט  ) ( ) zyxzyx ++=++  

)  ב) 4משפט  ) ( )zxyyzx . )                                        ANDשי� לב  שהאופרטור  בי�  המשתני�  הינו .  (      =

  .טבלת אמת באמצעות   נית� להוכיח :  הוכחה 

  .משפט דה מורג'    5משפט 

)  .א       ) ''' yxxy )  .ב         =+ ) ''' yxyx ⋅=+  

  .י טבלת אמת"ע את נכונות המשפט  אפשר לאמת        
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xxyx  .א    6משפט  =+  

+=⋅+←  ב  �2לפי כלל   : הוכחה         xyxxyx 1  

)  א�4לפי כלל              )yx += 1  

)  א�3לפי כלל              )1+= yx  

=⋅1  א�2 משפטלפי              x  

  =x  ב�2לפי כלל             

        

)    'א6� דואלי  למשפט   .ב                                      ) xyxx =+⋅  

  . א לפי טבלת אמת�6את משפט נוכיח         

  

  

  

  

  

  

  

xxyx :     בכל שורהבטבלה שרואי�          =+  

yxyxx  .א    7משפט  +=+ '  

)  .ב       ) xyyxx   )'א�דואלי ל(  '+=

  .קדימות אופרטורי�  4.5 

חישוב ערכ� של ביטויי�  קדימות האופרטורי� לצור# 

  :בוליאניי�

  

  

  

  

  

  

  

  

הפעולה הבאה מבחינת קדימות היא . תו# סוגריי� יש לחשב לפני ביצוע כל הפעולות האחרותביטוי ב: כלומר

  .ORולבסו�  ANDאחר כ#  (NOT)משלי� 

  )או פונקציה כפי שנראה בהמש#(ביטוי בוליאני : לדוגמא

( ) ( ) yxxyyxF ⋅+=,  

אחר כ#  (NOT)וד� משלי� תו# סוגריי� קב  .   קוד� מבצעי� חישוב בתו# סוגריי�: קדימותהלפי כללי 

AND י� בx ו� y   לאחר מכ�OR   ע�X' כ "ואחAND  ע�y.  

xyx +  xy  x y 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

0 0 

0 1 

1 0 

1 1 

  הקדימות  האופרטור

(  ) 

NOT 

AND 

OR 

1 

2 

3 

4 
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  .כללי� ומשפטי� באלגברה בוליאניתד  סכו� של   4.6

}קבוצה     :1 כלל  }1,0=B הינה סגורה ביחס לאופרטורי�  :AND, OR, NOT.  

  

XXX  .א             :2  כלל =+=+ xXx     .   ב    00 =⋅=⋅ 11  

  

XYYX  .א           .חילו�    :3 כלל  XYYX  .     ב    +=+ ⋅=⋅  

  

)  .א           .פילוג    :4  כלל ) ZXYXZYX    .       ב  ⋅+=⋅+⋅

( ) ( ) ( )ZXYXZYX +⋅+=⋅+  

  

+='1  .א        :5 כלל  XX      0  .ב'=⋅ XX  

  

XXX  .א        :1משפט   XXX  .ב      += =⋅  

  

  X·       0=0.  ב                                           X+1=1. א                               : 2משפט  

  

 X=' ('X)          :3משפט  

  

)  .א        :4משפט   ) ( ) ZYXZYX )  .ב  ++=++ ) ( ) ZYXZYX ⋅⋅=⋅⋅  

  

)  .א  )מורג��דה(    :5משפט   ) ''' YXYX )  .ב    ⋅=+ ) ''' YXYX ⋅=+  

  

).  א:    מורג� המוכלל� דה ) nn XXXXX ''' 121 )   . ב     ⋅⋅⋅⋅=++++ ) nn XXXX ''' 11 ⋅⋅⋅=++++  

  

XYXX  .א        :6משפט  )  .ב    +⋅= ) XYXX =+⋅  

  

YXYXX  .א        :7ט משפ +=+ )  .ב    ' ) YXYXX ⋅=+⋅ '  
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  מערכת פעולות שלמה  4.7

  

  .א� נית� להציג באמצעותה את כל הפונקציות הלוגיות שלמהקבוצת פעולות נקראת : הגדרה

לבטא כל קשר  באמצעות� נית�. AND, OR, NOT : של האלגברה הבוליאנית הינ� פעולות היסודכפי שלמדנו 

  .כלומר כל פונקציה בוליאנית ניתנת לתיאור באמצעות משתניה ופעולות היסוד, בי� משתני� בוליאניי�

  .היא קבוצה שלמה{ ', + , • }:  לכ�

}:  מורג� נית� להראות כי ג� הקבוצות הבאות שלמות�י חוקי דה"ע } { }',,',   ).נוכיח בתרגול.   (⋅+

  .הינה קבוצה שלמה   'x  NOR  y =(x + y) י  "המוגדרת ע NORהפעולה   : טענה

}נראה כי נית� לממש קבוצה שלמה    :הוכחה   .בלבד NORי "ע  ⋅,'{

 x  NOR  x =(x + x)'= x'    

( ) ( ) ( ) yxyxyNORyNORxNORx ⋅=+= '''  

  .שלמהשמכילה  פעולות  אלו  הינה  קבוצה ש  וטענו לעיל     NOT �ו  ANDממשנו פעולות    

  

  .מערכת חצי שלימה  4.8

  .או שניה� 1או  0א� הינה שלמה רק בתוספת קבועי�  חצי שלמהמערכת פעולות נקראת   :הגדרה

)נתונה פונקציה    :דוגמא ) YXYXf += ',  

)   X'כי אי אפשר לממש  אינה שלמה זו   מערכת  .א     ) 1', =+= XXXXf  

)  :י אז '0'בתוספת   .ב     ) '0, XXf }:ממשנו פעולות   =       לכ� מערכת חצי  0בתוספת קבוע   ',+{

  .שלמה                     

)י "ע X'שנית� לייצר את לומר  לא נכו�   :הערה ) '''', XXXXXf =+=.  

    'xאת  י שימוש בקבועי� "אחרי שמצאנו ע. ללא שימוש בקבועי� X'לייצר את  לא נית� :  סיבה  

  :אזי       'f(x,0)=xי  "ע                        

( ) ( ) YXYXYXff

X

+=+=











'',0,

'

321
}כלומר ממשנו   �     .ולכ� הקבוצה חצי שלמהבתוספת קבוע    ',+{


