מד"ר סיכום שיטות והגדרות
הגדרות:
סדר המשוואה: סדר הנגזרת הגבוה ביותר במשוואה.
משוואה לינארית מסדר ראשון: 
[image: image1.wmf]'()()
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.
מעלת המשוואה: החזקה הכי גדולה בה מופיע y' במשוואה.
תנאי התחלה (בעיה קושי): תנאים הניתנים על מנת להפריד גרף אחד מתוך הפתרון הכללי.
פתרונות סינגולאריים: פתרון שמשיגים לא דרך הפתרון הכללי. (תמיד אם נחלק במשהו צריך לבדוק בסוף מה קורה אם הדבר הזה שווה לאפס והאם זה עדיין פתרון של המשוואה)
משוואה הומוגנית: משוואה היא הומוגנית אם מתקיים 
[image: image2.wmf](,)(,)
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 כלומר, אם לכל המעריכים במשוואה או סכומם יש את אותה המעלה.

מד"ר מסדר ראשון
שיטות:
1) הפרדת משתנים: (טוב גם למשוואות לא-לינאריות) :


[image: image3.wmf]'()()()()
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2) מד"ר שמוביל להפרדת משתנים

[image: image4.wmf]'()
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3) למשוואה הומוגנית

[image: image5.wmf](,)(,)0
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מציבים במשוואה המקורית ופותרים
4) הצבה שמובילה למשוואה הומוגנית

בהינתן: 
[image: image6.wmf]111
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 , אם הישרים במונה ובמכנה אינם מקבילים,

נמצא נקודת חיתוך ע"י:
[image: image7.wmf]111
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 נקבל נקודת חיתוך 
[image: image8.wmf](,)
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 ונציב:
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 ונקבל משוואה הומוגנית או פרידה.

אם הישרים מקבילים משתמשים בשיטה 2.

5) פתרון מד"ר לינארי מסדר ראשון
בהינתן 
[image: image10.wmf]'()()
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1) נציב q(x)=0 ונפתור 

[image: image11.wmf]()
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זהו פתרון פרטי.
2) נניח 
[image: image12.wmf]()
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 נציב y ו y' במשוואה המקורית ונמצא את c(x). וזה יהיה הפתרון הכללי.
6) משוואות ברנולי
א)בהינתן 
[image: image13.wmf]'()()
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 נחלק את המשוואה ב- 
[image: image14.wmf]y
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 . ונמשיך משם.
ב) 

1)
נניח 
[image: image16.wmf]yuv
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2) נניח
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3) נציב ב-* ונקבל משוואה פרידה: 
[image: image19.wmf](1)()
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7) משוואה מדויקת
א)
בהינתן פונקציה 
[image: image20.wmf](.)(.)0
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[image: image21.wmf] המשוואה נקרת מדויקת אם 
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1) נציב: 
[image: image23.wmf]1)'
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2) נעשה אינטגרל ל-u ע"פ 1 או 2 כלומר נעשה אינטגרל ל –p לפי x או אינטגרל של q לפי y , הקבוע יהיה 
[image: image24.wmf]()
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 (אם עשינו אינטגרל לפי x ) 

3) את התוצאה נגזור לפי y ע"מ למצוא את c(y), ונציב במה שמצאנו ב-2.
4) נציב u=c ונקבל תשובה סופית.

ב) אם המשוואה אינה מדויקת אזי, אם מתקיים:

[image: image25.wmf]1
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 נציב 
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או: 
[image: image27.wmf]1
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 נציב 
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נכפיל את המשוואה ב- 
[image: image29.wmf]m

 ונקבל פונקציה מדויקת.
מד"ר מסדר גבוה
1) מד"ר הומוגני עם מקדמים קבועים (משוואה מסוג: 
[image: image30.wmf]()(1)
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נציב במקום 
[image: image31.wmf]()
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[image: image32.wmf]()
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, נקבל משוואה עם נעלם אחד ונמצא שורשים ל – k. ואז:

1) לכל k שונה וממשי : 
[image: image33.wmf]12
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2) לכל ריבוי k ממשי: 
[image: image34.wmf]2
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3) לכל k שונה מרוכב 
[image: image35.wmf]()
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4) לכל ריבוי  kמרוכב: 
[image: image37.wmf]11
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2) מד"ר לא- הומוגני עם מקדמים קבועים (שיטת הבחירה)

משוואה מסוג: 
[image: image38.wmf]()(1)
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א) פותרים משוואה הומוגנית מהשיטה הקודמת, (פתרון כללי 
[image: image39.wmf]0
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ב) מזהים את המקרה של אגף ימין מהטבלה, גוזרים ומציבים מול אגף ימין כדי למצוא את הקבועים.  וזה פתרון פרטי

ג) הפתרון הסופי הוא שילוב של פתרון כללי שמצאנו ב- א' ופתרון פרטי מ-ב'

הערה: במקרה שאגף ימין מורכב מכמה איברים שונים שמתאימים לטבלה עושים את סעיף ב' על כל אחד מהאיברים בנפרד (כאשר ההשוואה למציאת המקדמים היא רק עם האיבר הרלוונטי מאגף ימין), והפתרון הפרטי הוא שילוב של הפתרונות שמצאנו.
3) מד"ר לא – הומוגני עם מקדמים קבועים שיטה כללית (שיטת לגרנז')
משוואה מסוג: 
[image: image40.wmf]()(1)
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 )( f(x) לא משיטת הבחירה)
א) פותרים משוואה הומוגנית (כמו 1) ומקבלים פתרון כללי 
[image: image41.wmf]0
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ב) מניחים  c=c(x) ובונים מערכת משוואות (כאשר n סדר המשוואה):


[image: image43.wmf]1122
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הערה: ניתן לפתור מערכת זו בעזרת קרמר, בונים מטריצה מהמשוואות, ואז:


[image: image44.wmf]'()
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[image: image45.wmf]D

 היא הדטרמיננטה של המטריצה, ו - 
[image: image46.wmf]n
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 היא הדטרמיננטה של המטריצה כאשר מציבים את וקטור הפתרון (אגף ימין) במקום עמודה n .

משוואות אוילר – משוואות לא הומוגניות עם מקדמים לא קבועים
4) משוואה מהצורה: 
[image: image47.wmf]()1(1)
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א) נציב: 
[image: image48.wmf]t
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ב) נמצא את 
[image: image49.wmf]dx
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 אחרי ההצבה, ונגזור את y כאשר 
[image: image50.wmf]'
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 וכן הלאה.
ג) אחרי הצבה נקבל משוואה עם מקדמים קבועים ונפתור אותה ע"פ שיטות 1-3.
ד) נקבל פתרון עם t ונציב במקומו את ההצבה המקורית כדי לקבל פתרון עם x.
5) משוואה מהצורה: 
[image: image52.wmf]()1(1)
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א) נציב 
[image: image53.wmf]k
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 , נגזור ונציב במשוואה המקורית.

ב) נקבל משוואה עם k ,נמצא את השורשים שלו
ג) 1) אם k ממשי מריבוי m : 
[image: image54.wmf]1
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    2) אם k מרוכב 
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 מריבוי  m: 
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[image: image57.wmf]
הגדרות:
פונקציות בת"ל: פונקציות שהשילוב היחיד שלהם שייתן 0 הוא אם כל המקדמים שלהם הם 0 אחרת הן ת"ל
תכונות של אופרטור לינארי מסדר n:
1) 
[image: image58.wmf][][]
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3) אם 
[image: image60.wmf]1
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 פתרון של 
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4) אם 
[image: image65.wmf]12
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 פתרונות של 
[image: image66.wmf][]0
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, אזי כל סכום שלהם הוא גם פתרון.

5) קומבינציה לינארית של הפתרונות הנ"ל היא גם פתרון.
ורונסיקאן:

[image: image67.wmf]1
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 אם סדרת פונקציות שהן פונקציות פתרון ל - 
[image: image68.wmf][]0
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, אזי הורונסקיאן שלהם 
[image: image69.wmf]1
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פתרון מד"ר מסדר שני בעזרת ורונסקיאן
6) מד"ר לינארי מסדר שני הומוגני עם מקדמים לא קבועים  

משוואה מסוג:
[image: image71.wmf]12

''()()0

yaxyaxy

++=

.

א) מנרמלים (מחלקים במקדם של y'') את המשוואה כדי להגיע לצורה הנ"ל 

ב) מנחשים פתרון 
[image: image72.wmf]1
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ג) מקבלים פתרון שני ע"פ נוסחת לאוביל:  
[image: image73.wmf]1
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ד) הפתרון הכללי יהיה 
[image: image74.wmf]1122
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7) מד"ר לינארי לא - הומוגני מסדר שני עם מקדמים לא קבועים:  

משוואה מסוג:
[image: image75.wmf]12
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א) מנרמלים כנ"ל

ב) פותרים משוואה הומוגנית ע"פ 6 ומקבלים פתרון כללי 
[image: image76.wmf]0
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ג) מניחים, c=c(x) , בונים ורונסקיאן ואז:

[image: image77.wmf]2
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הערה: ניתן לשים לב שזהו בסה"כ מקרה פרטי של שיטת לגרנז' ושימוש בשיטת קרמר לשתי נעלמים (כמו שראינו בשיטה 3).
פתרון מד"ר בעזרת טורי חזקות
א) נגדיר 
[image: image78.wmf]0
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 וכן הלאה
ב) מציבים במשוואה המקורית והמטרה היא למצוא נוסחה לקבועים c.

כמה שיטות שכדי להיעזר בהן:
1) אם נתונים תנאי התחלה אז להציב אותם ולמצוא את ה- c.
2) אם יש פולינום עם x לפני הטור אז להכניס אותו, למשל: 
[image: image81.wmf]22
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3) תמיד שבכל הטורים נתחיל מאותו n, ניתן לעשות זאת ע"י הוצאת איברים מחוץ לטור, למשל:
[image: image82.wmf]01
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4) אחרי שנעשה את הפעולות הנ"ל אנו עשויים להגיע לפולינום ששווה ל-0 ומשם (יחסית) קל למצוא את המקדמים השונים.

ג) לסיום לאחר מציאת המקדמים נציב במה שהגדרנו ב-א' וקיבלנו את y(x).
מערכות מד"ר
מערכות מהצורה: 
[image: image83.wmf](),(),()
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, בד"כ ייראה כך:

1)שיטת הצבה
גוזרים את המשוואות השונות ומציבים עד שמקבלים משוואה עם פונקציה אחת  (x ,y  או z) ומשם פותרים לפי השיטות למעלה.

2)אינטגרציה קומבינציונית
נעשה פעולות על המשוואות כדי לקבל משוואה נוחה יותר לפתרון,
למשל אם המשוואה נראות כך: 
[image: image84.wmf].....
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 אז אם נחלק ביניהם נקבל 
[image: image85.wmf]....
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 ונוכל למצוא את y כפונ' של x.

חשוב לזכור:
 
[image: image86.wmf]()
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3)שיטת אוילר
בהינתן מערכת משוואות:
 
[image: image87.wmf]111
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א) בונים מטריצה בעזרת המקדמים a,b,c ומחפשים ע"ע 
[image: image88.wmf]||
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ב) נחפש פתרון מסוג 
[image: image89.wmf]().()
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 , נגזור ונציב במשוואות המקוריות ונמצא את A,B,C . נזכיר, במקרה שהפתרון מרוכב 
[image: image90.wmf][cossin]
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, כמובן שלכל פתרון יש להוסיף קבועים, נשים לב שהקבועים של 
[image: image91.wmf]111
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 יהיו אותם קבועים.
אם יש ריבוי נחפש פתרון מסוג 
[image: image92.wmf]()()
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 כאשר מעלת הפולינום תהיה כמעלת הריבוי.

הערה: בהרבה מקרים נגיע למצב של אינסוף פתרונות למקדמים A,B,C במקרה כזה נבחר את אחד המקדמים להיות משהו שונה מאפס ונוח לעבוד אתו.
עוד הערה: בפתרונות מרוכבים המקדמים יהיו לפי ה- sin וה- cos (כמו בשיטת הבחירה), אם יש i הוא ייכנס לתוך הקבוע.

פתרון מד"ר בעזרת התמרת לפלס
א) בהינתן משוואה כלשהי, נפעיל התמרת לפלס על שני האגפים (ע"פ טבלת ההמרות)
ב) מתוך תנאי ההתחלה (אם יש צורך) והצבות נקבל 
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 , נבצע התמרה הפוכה (בעזרת הטבלה) על שני הצדדים ונקבל 
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הערה:
ניתן להשתמש בהתמרות לפלס גם על מערכות של מד"ר.
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