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  סטודנטי� יקרי�

  

  שנות ניסיו� רבות של המחבר בהוראתספר תרגילי� זה הינו פרי 

  הבאוניברסיט ,חשבו� דיפרנציאלי ואינטגרלי באוניברסיטת תל אביב

  .שנקר ועוד במכללת, הפתוחה
  

  את הרצו� להאיר אתשאלות תלמידי� וטעויות נפוצות וחוזרות הולידו 

  .חשוב זהקורס  עומדי� בפנילהדר� הנכונה 
  

  מתאי�והוא ) 2 א"חדו( 2דיפרנציאלי ואינטגרלי  חשבו�בהספר עוסק 

  .או מכללותאוניברסיטאות  –במוסדות להשכלה גבוהה לתלמידי� 
  

  תובהתא� לתוכני ,הספר מסודר לפי נושאי� ומכיל את כל חומר הלימוד

  ל בקורס זה חשיבות יוצאת#רגתִ יו� מלמד כי להניס .השונות הלימוד

  .ולכ� ספר זה בולט בהיקפו ובמגוו� התרגילי� המופיעי� בו ,דופ�
  

   www.GooL.co.il ספר פתרונות מלאי� באתרכל התרגילי� בל

  שאת�כ�  ,המלווי� בהסבר קולי פלאשבסרטוני  י�מוגש הפתרונות

  ממש כפי, שיטתית ופשוטה, את התהליכי� בצורה מובנית י�רוא

  הפתרו� המלא של השאלה מכוו� ומוביל לדר� .שנעשה בשיעור פרטי

  .חשיבה נכונה בפתרו� בעיות דומות מסוג זה

  www.GooL.co.il/hedva2.html :אותדוגמל

  

  דר� לכ� הסטודנטי� ויוביל אתכ�$ש מורהשספר זה ישמ, תקוותי היא

  .להצלחה

  גיא סלומו�                                                                                  

  

  ...ִ&שְבִיל התִרג#ל, ג#ל                               
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  1פרק  –תרגילי� 

  טורי� ע� איברי� קבועי�
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  טור טלסקופי
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  טור הרמוני מוכלל
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  תכונות אלגבריות של טורי�
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  מבח� ההתבדרות

  ):קבע א� הטור מתכנס או מתבדר(בדוק את התכנסות הטורי� הבאי� )  5(
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  מבח� האינטגרל

  ):קבע א� הטור מתכנס או מתבדר(בדוק את התכנסות הטורי� הבאי� ) 6(
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  מבח� ההשוואה ומבח� ההשוואה הגבולי

  ):קבע א� הטור מתכנס או מתבדר(בדוק את התכנסות הטורי� הבאי� )  7(
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  מבח� המנה ומבח� השורש

  ):קבע א� הטור מתכנס או מתבדר(בדוק את התכנסות הטורי� הבאי� )  8(
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  מבח� לייבני*

  :בדוק את התכנסות הטורי� הבאי�) 9(
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  התכנסות בהחלט והתכנסות בתנאי

  .מתכנס בתנאי או מתבדר ,קבע א� הטור מתכנס בהחלט) 10(
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  הוכח או הפר.

  .א� לא הבא דוגמה נגדית. הוכח אותה, א� הטענה נכונה. לפני. טענות)  11(
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a b+∑ מתבדר.  
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n
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nא� . ד
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  1פרק  –פתרונות 

)1(      

/1 �מתכנס ל) 2 11/14 �מתכנס ל) 1   מתבדר) 3  3

64 �מתכנס ל) 4 /   8 �מתכנס ל) 6  11/12 �מתכנס ל) 5  −7

)2(      
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)3(      
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)4(      
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)5(      

  מתבדר) 3  מתבדר) 2  מתבדר) 1
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)6(      
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)7(      

  מתכנס) 3  בדרמת) 2  מתכנס) 1

  מתכנס) 6  מתכנס) 5  מתבדר) 4

  מתכנס) 9  מתכנס) 8  מתבדר) 7

)8(      

  מתכנס )3  מתכנס )2  מתבדר )1
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)9(  

  מתכנס) 3  מתכנס) 2  מתכנס) 1

)10(      

  מתכנס בתנאי) 3  מתכנס בהחלט) 2  מתבדר) 1

  מתכנס בהחלט) 6  מתכנס בהחלט) 5  מתכנס בתנאי) 4

  תנאימתכנס ב) 9  מתכנס בתנאי) 8  מתכנס בתנאי) 7
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  2פרק  – תרגילי�

  טורי חזקותו טורי פונקציות

  

  טורי פונקציות
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   :חשובות ותהער

  .1שאלה 3פיתוח לטור חזקות של פונקציות נוספות תמצא בפרק . 1

  ".פירוק לשברי� חלקיי�"להכיר את הנושא עלי.   7,8לפתרו� תרגילי� . 2

  ".גזירה ואינטגרציה של טורי חזקות"עלי. להכיר את הנושא  9,10,14,15לפתרו� תרגילי� . 3

  

  2פרק  – פתרונות

)1(  

1 (0x >  2 (5x ≠  3 (9 1
10 10

3 4x or x< ≥  

4 (10
n

x< ≠  5 (0x >  6 (0, 1, 2, 3,...x ≠ − − −  

)2(  

  מתכנס במידה שווה) 3  מתכנס במידה שווה) 2  מתכנס במידה שווה ) 1

  מתכנס במידה שווה) 6  מתכנס במידה שווה) 5  מתכנס במידה שווה) 4

)3(  

1 (1 1 , 1x R− ≤ < =  2 (,x R−∞ < < ∞ = ∞  3 (0.2 0.2 , 0.2x R− ≤ ≤ =  

4 (1 1 , 1x R− ≤ ≤ =  5 (3 1 , 1x R− < ≤ − =  6 (1 1 , 1x R− < < =  

7 (1 , 0x R= =  8 (,x R−∞ < < ∞ = ∞  9 (5 3 , 4x R− < ≤ =  

10 (19 11
3 3

, 4 / 3x R− < < − =  11 (9 11 , 10x R− ≤ ≤ =  12 (7 3 , 2x R− < < − =  
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)4(  

1 (( )
0

| | 1 ( 1)n n

n

x x
∞

=

< −∑  2 (( ) 4

0

| | 1 3 n

n

x x
∞

=

< ∑  

3 (( ) 21
3

0

| | ( 1) 9n n n

n

x x
∞

=

< −∑  4 (( ) 1
0

1
| | 5

5

n

n
n

x x
∞

+
=

−
< ∑  

5 (( ) 11
4

0

| | ( 1) 4n n n

n

x x
∞

+

=

< −∑  6 (( )
2 1

1
0

| | 3 ( 1)
9

n
n

n
n

x
x

+∞

+
=

< −∑  

7 (( )
1

1
0

( 1)
| | 1 1

2

n
n

n
n

x x
+∞

+
=

 −
< − 

 
∑  8 (( ) ( )1

3
0

| | 2( 1) 3n n n

n

x x
∞

=

< − −∑  

9 (( ) 1 1

1

| | 1 ( 1)n n

n

x n x
∞

+ −

=

< − ⋅ ⋅∑  10 (( )
1

0

( 1)
1 1

1

n n

n

x
x

n

+∞

=

−
− < ≤

+
∑  

11 (( )
1

0

1 1
1

n

n

x
x

n

+∞

=

− ≤ < −
+

∑  12 (( )
2 1

0

2
| | 1

2 1

n

n

x
x

n

+∞

=

<
+

∑  

13 (( )
1

1
0

5 5 ln 5
5 ( 1)

n

n
n

x
x

n

+∞

+
=

− ≤ < −
+

∑  14 (( ) 21
2

0

| | 2 ( 1)n n

n

x n x
∞

+

=

< +∑  

15 (( )
2 1

2 1
0

| | 3 ( 1)
3 (2 1)

n
n

n
n

x
x

n

+∞

+
=

≤ −
+

∑  
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  3פרק  –תרגילי� 

  מקלור�/טיילורטור 

  

0xטיילור סביב מצא את הפיתוח לטור ) 1(   :של הפונקציות הבאות )טור מקלור�(=

  ) 79מקלור� המופיעי� בנספח בעמוד בפיתוחי� הידועי� לטור היעזר (      

2 4

2 2

2 2

( ) sinh (3 ( ) (2 ( ) sin 2 (1

( ) 2 (6 ( ) cos (5 ( ) sin (4

( ) arcsin (9 ( ) ln(2 3 ) (8 ( ) cos(4 ) (7

x

x

f x x f x x e f x x

f x f x x f x x

f x x f x x x f x x x

−= = =

= = =

= = − + =

  

  . 2בפרק  4שאלה ב תמצאקציות נוספות פונ 15פיתוח לטור מקלור� של : חשובה הערה

  

0xמצא את הפיתוח לטור טיילור סביב ) 2( x= של הפונקציות הבאות:  

( ) ( ) ( )0 0 02

1
( ) sin (3 2 ( ) (2 1 ( ) ln (1x f x x x f x x f x x

x
π= = = = = =  

מקלור� של  פיתוח לטורב ,השוני� מאפס ,האיברי� הראשוני� בעתארמצא את ) 3(

  :)פולינומי�של  בכפל וחילוקנדרש ידע ( הפונקציות הבאות

2sin
( ) (3 ( ) tan (2 ( ) cos (1x

x

x
f x f x x f x e x

e
−= = =  

  

  :הטורי� הבאי� �חשב את סכו) 4(

0 0 0

0 0 0

1
0 0 0

1 ( 1) 2 1
(3 (2 (1

2 ! ! !

( 1) ( 1) 1
(6 (5 (4

(2 1)! 2 1 !

( 1) ( 1) ( 1)
(9 (8 (7

1 (2 )!2 ( 1)

n n

n
n n n

n n

n n n

n n n

n
n n n

n n n

n

n n n

n nn

∞ ∞ ∞

= = =

∞ ∞ ∞

= = =

∞ ∞ ∞

+
= = =

−
⋅

− − +
+ +

− − −
++

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

  

  

  :בתרגילי� הבאי� חשב את ער. הגבול) 5(

1
6

3

53 30 0 0

sinsin (1 ) arctan
lim (3 lim (2 lim (1

x

x x x

x x xe x x x x x

xx x→ → →

− +− + −
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  : 0.001 � הקטנה מ החשב בשגיא) 6(

1
arctan 0.25 (3 sin3 (2 (1

e
°  

  

הער. את ו לטור מקלור� בפיתוח) שוני� מאפס(איברי� ראשוני�  nעזרת בחשב ) 7(

  :השגיאה בחישוב

( ) ( ) ( ) 1
4 ln1.5 (3 1 cos4 (2 3 (1n n n

e

°= = =  

)8(  

 בקירוב מהי השגיאה המקסימלית. א
3

sin
3!

x
x x≅ | עבור − |

6
x

π
≤   .   

ln(1 בקירוב מהי השגיאה המקסימלית. ב )x x+ | עבור ≅ | 0.01x <  .  

 בקירוב מהי השגיאה המקסימלית. ג
2 4

cos 1
2! 4!

x x
x ≅ − | עבור + | 0.2x ≤ .  

  

)9(  

,  xעבור אילו ערכי . א
3

sin
3!

x
x x≅   . 0.001 �בשגיאה הקטנה מ −

,  x עבור אילו ערכי. ב
3 5 7

arctan
3 5 7

x x x
x x≅ − +   . 0.01 �בשגיאה הקטנה מ −

  

  .ε �בשגיאה הקטנה מבקירוב את האינטגרלי� הבאי� חשב ) 10(
  

( ) ( )

( )

0.5 0.2

0 0

0.5

2
0

0.001 0.0001

0.001

ln(1 ) sin
(2 (1

1 cos
(3

x x
dx dx

x x

x
dx

x

ε ε

ε

= =

=

+

−

∫ ∫

∫
  

  :לגבי קירובי� הערה

הער. המוחלט ש, עלינו לדרוש אז, ספרות אחרי הנקודה n $מדויק לקירוב שהוא א� מבקשי� 

0.5 �קט� מיהיה של השגיאה  10 n−×  . למשל דיוק של שלוש ספרות אחרי הנקודה משמעותו

30.5 �קט� מיהיה שהער. המוחלט של השגיאה  10 0.0005−× = .  

  .י� בוא. יש המשתמש, אני בספר לא השתמשתי בניסוח זה
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  3פרק  – פתרונות

)1(  

1(  

 

( )

2 1 2 1

0

2
( 1)

(2 1)!

n n
n

n

x

n

x

+ +∞

=

−
+

−∞ < < ∞

∑
  

2(  

( )

2

0

4
( 1)

!

n n
n

n

x

n

x

+∞

=

−

−∞ < < ∞

∑
  

3(  

 

( )

2 1

0 (2 1)!

n

n

x

n

x

+∞

= +

−∞ < < ∞

∑
  

4(  

 

( )

2 1 2
1

1

2
( 1)

(2 )!

n n
n

n

x

n

x

−∞
+

=

−

−∞ < < ∞

∑  

5(  

 

( )

2 1 2

0

1 2
( 1)

2 (2 )!

n n
n

n

x

n

x

−∞

=

+ −

−∞ < < ∞

∑  

6(  

 

( )
0

(ln 2)

!

n n

n

x

n

x

∞

=

−∞ < < ∞

∑  

7(  

( )

2 4 1

0

4
( 1)

(2 )!

n n
n

n

x

n

x

+∞

=

−

−∞ < < ∞

∑  

8(  

( )

1

1
0

1
ln 2 1

2 1

1 1

n

n
n

x

n

x

+∞

+
=

 
− + 

+ 

− ≤ <

∑  

9( 

( )

2 1

1

1 3 ... (2 1)

2 4 ... 2 2 1

1 1

n

n

n x
x

n n

x

+∞

=

⋅ ⋅ ⋅ −
+ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ +

− < <

∑  

)2(  

1 (

( )

1

0

( 1) ( 1)

1

0 2

n n

n

x

n

x

+∞

=

− −

+

< ≤

∑  2 (

( )

1
0

( 1) ( 2)

2

0 4

n n

n
n

x

x

∞

+
=

− −

< <

∑  3 (

( )

2

2

0

( 1) ( )

2 !

n n

n

x

n

x

π∞

=

− −

−∞ < < ∞

∑
  

)3(  

1 (2 4 63 25 331
2 24 720

1 ..x x x− + − +  2 (
3 5 72 17

3 15 315
...x x xx + + + +  3 (2 3 51 1

3 30
..x x x x− + − +  

)4(  

1 (e  2 (2e−  3 (e  4 (2e  5 (/ 4π  6 (sin1  7 (cos1  8 (ln 2  9 (3
2

ln  

)5(  

1 (1/120  2 (1/3  3 (1/3  

)6(  

1 (53/144  2 (/ 60π  3 (47/192  

)7(  

1 (5
8

1 �בשגיאה הקטנה מ 
48

 � בשגיאה הקטנה מ 1 )2  
4050
π π⋅  3( 77

192
1 �בשגיאה הקטנה מ 

160
  

)8(  

1 (5( / 6) / 5!π  2 (2(0.01) / 2  2 (6(0.2) / 6!  

)9(  

1 (5| | 3 / 25x <  2 (9| | 9 /100x <  

)10(  

1 (449 / 2250  2 (39 / 400  3 (143 / 576  
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  4פרק  –תרגילי� 

  גבולות ורציפות, פונקציות של מספר משתני�

  
  שרטט אתאותו ו שרטט, תחו� הגדרהמצא , עבור כל אחת מהפונקציות הבאות )1(

  ).רמההמשטחי  תאר את 8 �ו 7בסעיפי� (פונקציה של ה רמה/גובההקווי  מפת     
  

     

2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2

( , ) ln ln (2 ( , ) (1

( , ) 1 (4 ( , ) (3

( , ) (6 ( , ) ln( ) (5

( , , ) (8 ( , , ) (7

y
f x y x y f x y

x

f x y x y f x y x y

f x y x y f x y x y

f x y z z x y f x y z x y z

= + =

= − − = +

= = −

= − − = + +

 

  
  
   :חשב את הגבולות הבאי�) 2(
  

      

3

2 2 3( , ) (3,2) ( , ) (0,0)

2 2

( , ) (1,2)( , ) (0,0 )

( , ) (1,2) ( , ) (1 ,1 )

( ,

sin( 6) sin( )
lim (2 lim (1

36

arctan( 3)
lim ( ) ln( ) (4 lim (3

ln( 2)

2 3 1 sin( 2 3)
lim (6 lim (5

2 4 2 3

lim

x y x y

x yx y

x y x y

x y

xy x y

x y x y

x y
x y x y

x y

x y x y

x y x y

+

+ +

→ →

→→

→ →

−

−

+ −
+ +

+ −

+ − − + −

+ − + −

( )2 2 2

2, ) (0,1,2) ( , ) (1,1)

sin ( )
(8 lim (7

z x y

x y z xy y

xy x y→ →

+ −

−

  

  
   :חשב את הגבולות הבאי� )3(
  

           

2 2 2

4 20 0
0 0

3 2

2 20 0
0 0

3 2

6 2 4 20 0
0 0

2 4 4 2 20 0
0 0
0

( )
lim | | (2 lim (1

lim (4 lim (3

lim (6 lim (5
2

sin( )
lim (8 lim (7

x

x x
y y

x x
y y

x x
y y

x x
y y
z

x y
y

x y

x x y

y x y

x y x y

x y x y

xyz xy

x y z x y

→ →
→ →

→ →
→ →

→ →
→ →

→ →
→ →
→

+

+

+

+

+ +

+ + +
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  :חשב את הגבולות הבאי� )4(
   

      

3

2 4 2 2( , ) ( , ) ( , ) (0,0)

4 4

2 2 2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

2 2 2 2 2 2

2 22 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)3

3 3 3

2( , , ) (0,0,0)

lim (2 lim (1

sin( )
lim (4 lim (3

sin( ) 3 3
lim (6 lim (5

lim

x y x y

x y x y

x y x y

x y z

x y x y

x yx y x y

x y xy

x y x y

x y x x y y

x yx y

x y z

x y

→ ∞ ∞ →

→ →

→ →

→

−

+ + +

+

+ +

+ − +

++

+ +

+

2 2

2 2 ( , ) (0,0)
(8 lim ln( ) (7

x y
y x y

z →
+

+

   

  

 .(0,0)בדוק את רציפות הפונקציות הבאות בנקודה )5(

  הא� נית� להגדיר אותה כ. שתהייה, במידה והפונקציה אינה רציפה בנקודה      

  ? רציפה בנקודה      

                    

2 2

2 2

3 3

2 2

sin( )
( , ) (0,0)

( , ) (1

2 ( , ) (0,0)

( , ) (0,0)
( , ) (2

0 ( , ) (0,0)

x y
x y

f x y x y

x y

x y
x y

f x y x y

x y

 +
≠

= +
 =

 +
≠

= +
 =

   

  

     

  

  4פרק  $  פתרונות

  

)1(  1 (0x ,y . 2 (0המישור ללא ציר ,  ≠ 0x y>   .הרביע הראשו� ללא הצירי�,  <

2) 4  .כל המישור )  3       2
1x y+ 2) 5.  עיגול היחידה,  ≥

y x<  

      6 (0y   .בכל המרח � . ה.ת) 8    .כל המרחב �ה .ת) 7  .חצי המישור העליו�,  ≤

)2  (1 (1     2( 1
1) 6אינסו1     ) 5     0) 4     1) 3     12

2    7 (2      8 (5  .  

  . 0) 8    0) 7    0) 6     3) 5     0) 4     0) 3     0) 2     0) 1) 4(  . בכל הסעיפי� אי� לפונקציה גבול  )3(

(0,0) א� נגדיר. לא רציפהקציה הפונ) 1 ) 5( 1f  .רציפההפונקציה ) 2.  תהיה רציפההפונקציה =
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  5פרק  –תרגילי� 

  דיפרנציאבליות, נגזרות חלקיות

  

  :הבאות ותחשב את הנגזרות החלקיות מסדר ראשו� של הפונקצי) 1(

   

( )
( )

( ) ( )

( )

3 2 2

5

2 4

2

2 3

2

2

2 3

( , ) 4 3 2 3 (1

( , ) ln (2

5ln
only ( , ) (3

5

( , ) 2 3 (4

3
( , ) (5

( , ) sin (6

( , ) arctan(2 3 ) (7

( , ) cos (8

( , , ) (9

( , , ) sin (10

x y

uv

f x y x x y x y

f x y x y

x y y y
f f x y

y y y

f x y x y x y

x y
f x y

x y

f x y xy

f x y x y

f r r

f x y z xy z

f u v t e ut

θ θ

= − + +

=

+
=

+ +

= + ⋅ +

−
=

+

=

= +

=

=

=

  

  :הבאות ותדר שני של הפונקציחשב את הנגזרות החלקיות מס )2(

    

( )

2 2 2

4

( , ) 4 4 10 (1

( , ) ln (2

( , ) sin 10 4 (3

( , , ) (4

f x y x x y x y

f x y x y

f x y x y

f x y z xyz

= − + +

=

= +

=
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  .(0,0)חשב את הנגזרות החלקיות של הפונקציה הבאה בנקודה)  1 )3(

  ? (0,0)הא� הפונקציה רציפה בנקודה)  2     

?בהכרח רציפה היא הא� פונקציה גזירה חלקית )  3     

  
           

2 2
( , ) (0,0)

( , )

0 ( , ) (0,0)

xy
x y

x yf x y

x y







≠
+=

=

  

  (0,0)בנקודה )3(בדוק את דיפרנציאביליות הפונקציה משאלה  )4(

:בדוק את דיפרנציאביליות הפונקציות הבאות בנקודה )5( (0,0)  

    

( )

3 3

2 2

2 2

2 2

( , ) (0,0)
( , ) (12

0 ( , ) (0,0)

1
sin ( , ) (0,0) (2

( , )

0 ( , ) (0,0)

x y
x y

f x y x y

x y

x y x y
f x y x y

x y

 +
≠

= +
 =

  
  + ≠  =  + 


=

  
  

  נקציה הבאה בתחו� הגדרתהבדוק את דיפרנציאביליות הפו )6(

            

2 2

1

( , ) (0,0)

( , )

0 ( , ) (0,0)

x ye x y

f x y

x y

−
+


≠


= 
 =

  

  :הערת סימו�
  

1 2

2 2

11 222 2

2 2

12 21

( , )

x y

xx yy

xy yx

f f
f f f f

x y

f f
f f x y f f f f

x y

f f
f f f f

y x x y

∂ ∂
= = = =

∂ ∂

∂ ∂
= ⇒ = = = =

∂ ∂

∂ ∂
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂
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  5פרק $  פתרונות

  

( )

( ) ( )

2 2 2

5
4

4

2

2 3 2 2 3

2 2 2 2

2 2
2 2

2 2

6 3 12 6 2 (1 (1)

5 ln (2

5ln
2 (3

5

6 12 3 6 6 2 (4

3 3 2 2 3
(5

cos( ) cos( ) (6

3 2
(7

1 (2 3 ) 1 (2 3 )

y x

y x

x y

y x

y x

y x

y x

f x y f x xy

x
f f x y

y

y y y
f x

y y y

f xy y x f x xy y

x y x y x xy y
f f

x y x y

f xy x f xy y

f f
x y x y

fθ

= − + = − +

= =

+
=

+ +

= + + = + +

− + − + +
= =

+ +

= ⋅ = ⋅

= =
+ + + +

=

[ ]

2 2 3 2 3

2 2

2 2

2 3

4 4

2

3

sin cos (8

3 2 (9

cos sin sin cos (10

8 2 8 2 4 (1 (2)

2 2 10

4 4

12 ln 4 ln (2

4

r

z y x

uv uv uv

t v u

xx x

yy y

yx xy

xx x

yy y

yx xy

r f

f xy z f xyz f y z

f u e ut f u e ut f e v ut t ut

f y f x xy

f x f x y

f xy f xy

f x y f x y

x x
f f

y y

x
f f

y

θ θ− =

= = =

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = +

= − = − +

= − = − +

= − = −

= =

= − =

=

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

34

100sin 10 4 10cos 10 4 (3

16sin 10 4 4cos 10 4

40sin 10 4 40sin 10 4

0 (4

0

0

xx x

yy y

yx xy

xz xy xx x

yz yy yx y

zz zy zx z

x

y

f x y f x y

f x y f x y

f x y f x y

f y f z f f yz

f x f f z f xz

f f x f y f xy

=

= − + = +

= − + = +

= − + = − +

= = = =

= = = =

= = = =

  

  .שוות אפס (0,0)הנגזרות החלקיות בנקודה)  1 )3(

 .(0,0)הפונקציה לא רציפה בנקודה  )2             

  .פונקציה גזירה חלקית אינה בהכרח רציפה  )3           

               .לא דיפרנציאבילית )4(       

               .דיפרנציאבילית )2לא דיפרנציאבילית   )1) 5(       

  .דיפרנציאבילית )6(       
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  6פרק  –תרגילי� 

  תני�לפונקציה של מספר מש כלל השרשרת

  

  .הנח שכל הנגזרות הרשומות קיימות, בתרגילי� בפרק זה* 

  

2 נתו� )1( 2ln( )z x y= −,2 32 ,x u v y u v= − = .חשב   .+ ,u vz z
  

2  נתו� )2( 24 , 4 , u vv t k u t m z e −= + = + ,חשב    .= ,
z z z

t m k

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

.  

2 נתו�) 3( 2( )z f x y= 0x  הוכח  .− yy z x z⋅ + ⋅ =.  

) נתו�) 4( )z f xy=.  0  הוכחx yx z y z⋅ − ⋅ =.  

 נתו�) 5(
x

z f
y

 
  
 

0xהוכח  .  = yx z y z⋅ + ⋅ =. 

)נתו� ) 6( , )z f x y y x= − 0xהוכח  .  − yz z+ =.  

)נתו�  )7( , , )w f x y y z z x= − − 0x  הוכח.  − y zw w w+ + =.  

sin נתו�) 8(  (sin sin )u x f y x= + cos  הוכח  .− cos cos cosx yu y u x x y+ =.  

2נתו�  )9( 2( )z y f x y= ⋅ הוכח  .  −
2

1 1
x y

z
z z

x y y
+ =.  

נתו� ) 10(
y

z xy xf
x

 
 
 

= x  הוכח.  + yx z y z xy z⋅ + ⋅ = +.  

)2 נתו�) 11(  , , ) ,
y z

u x y z x f
x x

 
 
 

= 2x  הוכח  .⋅ y zxu yu zu u+ + =.  

) נתו�) 12(  , ) ( ) ( )h x y f y ax g y ax= + + 2וכח  ה  .−
xx yyh a h= ⋅. 

)נתו� ) 13(  , ) ( sin ) ( sin )x xu x y f e y g e y= −     .  

.  א:  הוכח       
2

.
sin
xx x

xx yy

u u
u u

y

−
+ ..   ב       = xy yxu u=   

,1).   ג:   חשב         )xyu π  (0)' � א� ידוע ש 2, '(0) 1f g= =.  
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sinנתו� ) 14( , cos , ( , )y r x r u f x yθ θ= = =.  

)הוכח . א         ) ( ) ( ) ( )
2 22 2

2

1
x y ru u u u

r θ+ = +. 

2הוכח  . ב        2cos 2 cos sin sinrr xx xy yyu f f fθ θ θ θ= + +.  

הוכח . ג        
2

1 1
xx yy rr rf f u u u

rr θθ+ = + +.  

)נתו� ) 15( , )z h u v=   ונתו� כי( , ) , ( , )u f x y v g x y=   מקיימות את מישוואת    =

x, כלומר מקיימות, רימ��קושי         y y xu v u v= = −   .  

  :הוכח כי        

u, . א         v כלומר . מקיימות את משוואת לפלס. 0 , 0xx yy xx yyu u v v+ = + =  

).  ב         ) ( ) ( )
2 2

. xx yy x x uu vvh h u v h h 
 
 

+ = + +  

sinhנתו� ) 16(  , cosh , ( , )y r s x r s u f x y= = =.  

)הוכח כי          ) ( ) ( ) ( )
22 2 2

2
.

1
x y r su u u u

r
− = −  

           

  6פרק $  פתרונות

  . −e .ג) 13(
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  7פרק   –תרגילי� 

  נגזרת מכוונת וגרדיאנט

  

  .71 מומל2 בחו� לעיי� בנספח הוקטורי� שבעמוד* 

2 תהי) 1( 2( , )f x y x y= + .  

  ?מהי משמעות התוצאה  (3,4).ואת אורכו בנקודה   f   חשב את הגרדיאנט של. א     

  .(3,4)העובר דר.   f א נורמל לקו הגובה של הראה שהגרדיאנט הו. ב     

)2תהי  )2(  , ) 3f x y x y= .  

3בכיוו� הוקטור (1,2)בנקודה  fחשב את הנגזרת המכוונת של        4i ju = +
�

.  

)תהי  )3(  , ) sin( )f x y x xy= − .  

,1)בנקודה  fאת הנגזרת המכוונת של   חשב       / 2)π  בכיוו� הוקטור
1 3

2 2
u = +i j
�

.  

2תהי  )4(  2( , ) 2 3 5f x y x xy y= − + .  

   היוצר , בכיוו� וקטור היחידה (1,2)בנקודה  fחשב את הנגזרת המכוונת של         

  . xע� החלק החיובי של ציר  45°של זווית       

)2תהי  )5(  , )f x y xy= .  

  . (4,5)הבכיוו� לנקוד(1,3)בנקודה   fחשב את הנגזרת המכוונת של         

2תהי  )6(  2( , )f x y x y z= .  

  בכיוו� הוקטור (2,1,4)בנקודה   fהמכוונת של   חשב את הנגזרת       

      1 2 2u = ⋅ + ⋅ + ⋅i j k
�

.  

) בנקודה V  א� הפוטנציאל החשמלי) 7(  , )x y  2נתו� על ידי 2ln x yV   מצא , =+

  . (2,6)הנקודה בכיוו�(3,4)בנקודההפוטנציאל קצב השינוי של  את       
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)מצא את הכיוו� בו הנגזרת המכוונת של הפונקציה ) 8( , ) (cos sin )xf x y e y y= +      

  .היא מקסימלית וחשב את ערכה(0,0)בנקודה     

3מצא את הכיוו� בו הנגזרת המכוונת של הפונקציה ) 9( 2( , , ) 2 3f x y z x y y z= −      

,1,2) בנקודה         .היא מקסימלית וחשב את ערכה −(1

2א� הטמפרטורה נתונה על ידי ) 10( 2 2( , , ) 3 5 2f x y z x y z= −   ואתה נמצא +

 בנקודה       
1 1 1

, ,
3 5 2

 
 
 
  באיזה כיוו� עלי., ורוצה להתקרר כמה שיותר מהר  

  ?ללכת       

  

   הערות סימו�

 

2R     :(1,0)במישור   .א , (0,1)= =i j    

):   ולכ� נית� לסמ� וקטור במישור בשתי דרכי�  , )u x y=
�

uאו        x y= +i j
�

  

,3),    למשל 4) 3 4u u= ⇔ = +i j
� �

     

3R     :(1,0,0)במרחב  , (0,1,0) , (0,0,1)= = =i j k    

):   ולכ� נית� לסמ� וקטור במרחב בשתי דרכי�  , , )v x y z=
�

vאו          x y z= + +i j k
�

  

,3),    למשל 4,5) 3 4 5u u= ⇔ = ⋅ + ⋅ + ⋅i j k
� �

     

uיש המסמני� וקטור  . ב
�

  .u. או כ uג� כ.  

  .ûוקטור יחידה יסומ� . ג

  

  7פרק  $  פתרונות

  

   . 10 אור. הגרדיאנט .  (6,8)  הגרדיאנט. א) 1(

)2  (48/5             )3  (½             )4  (27.5             )5 (133           )6  (88/3 

)7 (51/   2 �ושווה ל (1,1)הנגזרת המכוונת מקסימלית בכיוו� הוקטור )  8(          5

  . 22 � ושווה ל (12-,12,14)הנגזרת המכוונת מקסימלית בכיוו� הוקטור ) 9(

  . (2-,2,2-)בכיוו� הוקטור ) 10(
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  8פרק  $ תרגילי� 

 פונקציות סתומות , מערכת של פונקציות סתומות, שימושי� גיאומטריי�

 

  מערכת של פונקציות סתומות, פונקציות סתומות

  

2כאשר  y'מצא את  )1( 5 1x y xy+ =  . y(0)'חשב את .  +

2כאשר  y(1)'מצא את  )2( 2 5 4x ye x y x+ = − . 

'מצא את  )3( '( ) , '( )y e y e  2כאשרln ln 1x y+ = . 

נתו�  )4(
2 22 ( )sin 0x yz e x y z+− + + = ( )( , ) 0z z x y= ≥  . 

,(0,0) :חשב את        (0,0)
z z

x y

∂ ∂
∂ ∂

 .  

נתו�  )5(
2 22 4( )sinx yz e x y z e+− + + = − ( )( , ) 0y y x z= ≥  . 

,(0,0)חשב את          (0,0)x zy y .  

3נתו�  )6( 2 0z xz y− + = ( )( , ) 0z z x y=   . xxz(1,1) מצא.  ≤

3נתונה משוואה   )7( 3 4z xyz− ,2,1) ונקודה = 2)−  .  

(2,1) :מצא       (3 (2,1) (2 (2,1) (1yy xy xxz z z .  

2א� ) 8(  3u v x y− = 22  �ו + 2u v x y− = − ,  

,מצא את         , ,x x y yu v u v.  

2א�   )9(  2 3 3, ,x u v y u v w u v= + = + = x,מצא את , + yw w .  
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  )משיק וישר נורמלי למשטחמישור ( שימושי� גיאומטריי�

י הפונקציה "נתו� משטח המוגדר ע )10(
2 2

2 3
4 9

x z
y+ + =  ( )0z <.  

,2בה  Pמהי משוואת מישור משיק למשטח בנקודה           1x y= − =.  

8xyzמצא משוואה של מישור משיק למשטח ) 11( )נקודה ב = 2,2, 2)−   וכ� −
          

  .הניצב למשטח הנתו� בנקודה זוהפרמטרי ישר משוואה של ה        

2מצא מישור המשיק למשטח  )12( 2 28 21 27x y z+ =   המקביל למישור    −

       8 18 0x y z+ + = .  

xלמשטח   )13( y z a+ +   .רי� מישור המשיק בנקודה כלשהימעבי =

,מישור זה חות. את הצירי�          ,x y z  בנקודותA,B,C נסמ� . בהתאמה  

       O   . OA + OB + OC = a  הוכח . =(0,0,0)

  ).בנקודת ההשקה אינו תלוי  מוכיחי� שסכו� הקטעי� למעשה(         

  

  8פרק  $   פתרונות
  

2 3

4

1
'(0) (1)

5

'(1) 5 (2)

2 6
'( ) , ''( ) (3)

sin1
(0,0) (0,0) (4)

2

1
(0,0) 0, (0,0) (5)

2

(1,1) 16 (6)

(2,1) (2,1) 1, (2,1) 4 (7)

1 12 4 2 2 3 4 1
, , , (8)

1 8 1 8 1 8 1 8

x y

x z

x

xx xy yy

x y x y

y

y

y e y e
e e

z z

y y
e

z

z z z

v v u u
u u v v

uv uv uv uv

w

=

=

= − =

= = −

= =

= −

= = =

− − − − − −
= = = =

− − − −

3 , 1.5( ) (9)

3 6 2 18 0 (10)

6 0 , ( 2, 2, 2) (1, 1,1) (11)

8 18 21 , 8 18 21 (12)

x y
uv w u v

x y z

x y z t

x y z x y z

= − = +

− + + =

− + + = − − + −

+ + = + + = −
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  9פרק  $  תרגילי�

  הדיפרנציאל השל�, נוסחת טיילור של פונקציה בשני משתני�
  

  נוסחת טיילור

) פתח את הפונקציות הבאות לטור טיילור עד סדר שני סביב הנקודה  ),a b :  

                                      

( )

( )

( )

( )

2 2

2

4

2

3
2

, (1,2) ( , ) 3 2 (1)

, (0,0) ( , ) (1 ) ln(1 ) (2)

, (0,0) ( , ) (3)

, (2,1) ( , ) (4)

y x y

a b f x y x y y

a b f x y y x y

a b f x y e

x y
a b f x y

x y

− −

= = + −

= = + + −

= =

−
= =

+

 
 . ln(1.5)חשב בקירוב את ,  2בעזרת התוצאה של תרגיל  )5( 

  . 3e חשב בקירוב את,  3בעזרת התוצאה של תרגיל  )6( 

3 חשב בקירוב את,  4בעזרת התוצאה של תרגיל  )7(  2 .  
  

  הדיפרנציאל השל�

  

  .מחשבי� את הנפח של גליל על סמ. תוצאות המדידה של רדיוסו וגובהו) 8(

  ,%2 ידוע שהשגיאה היחסית במדידת הרדיוס אינה עולה על      

  . 4% ושהשגיאה היחסית במדידת הגובה אינה עולה על      

  .הער. את השגיאה היחסית המקסימלית האפשרית בנפח המחושב      

10: במלב� נתונות שתי צלעות  )9( , 24cm cma b= = .  

  של אור.    ) בעזרת דיפרנציאל(חשב את השינוי המדוייק ואת השינוי המקורב       

  . 1mm �יקצרו ב bואת הצלע  4mm �יאריכו ב aאלכסו� המלב� א� את הצלע       
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  השגיאה היחסית בכל  . את רוחבה ואת גובהה, מודדי� את האור. של תיבה )10(

  הער. את השגיאה היחסית המקסימלית האפשרית  . %5מדידה אינה עולה על        

  .שב לפי תוצאות המדידההמחו, באור. של אלכסו� התיבה       

  

24מצא בקירוב את הער. של ,בעזרת הדיפרנציאל השל�  )11( 15.09 (0.99)+ .  

  

  9פרק  $  פתרונות

  

2

2 2

2 2

2

3
8

101
81

( , ) 6 4( 1) 4( 2) 2( 1) 2( 1)( 2) (1)

1 3
( , ) 2 (2)

2 2

( , ) 1 4 14 (3)

1 1 7 1
( , ) 1 ( 2) ( 1) ( 2) ( 2)( 1) (4)

3 3 81 9

(5)

19 (6)

(7)

8% (8)

f x y x y x x y

f x y x y x xy y

f x y y x y

f x y x y x x y

= + − + − + − + − −

= − − + −

= + − +

= + − − − − − + − −

  

  .0.06153שינוי מקורב ,  0.06472שינוי מדויק ) 9(

)10 (5%.  

)11(7
32002  
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  10 פרק $  תרגילי�

  )רמה רגילה( משתני� בשניקיצו� של פונקציה 
  

 ,עבור כל אחת מהפונקציות הבאות מצא נקודות קריטיות וסווג אות� למקסימו�
  .מינימו� או אוכ1

2 2

3 2

3 3

3 3

3 2 4

4

2

2 2

( , ) 8 12 3 18 (1)

( , ) 3 12 20 (2)

( , ) 3 4 (3)

( , ) 3 2 (4)

( , ) (5)

( , ) 6 (6)

8
( , ) (7)

( , ) cos (8)

y x y

x

f x y x xy y x

f x y x y x y

f x y x y xy

f x y x x y y

f x y e

f x y y x y x y

x y x y
f x y

xy

f x y e y

− −

= + + −

= + − − +

= + − +

= − − +

=

= − − +

− +
=

=

  

3נתו� משטח  )9(  3 3 4z x y xy+= − + .  

  .האופקיי� למשטחהמשיקי� ת המישורי� ומצא את משווא       

   

  חשב את ממדי התיבה ששטח , ק"סמ 32מבי� כל התיבות הפתוחות שנפח�  )10(

  .הפני� שלה הוא מינימלי        
  

2למישור  (1,2,3)מהנקודהמצא את המרחק הקצר ביותר ) 11( 2 0x y z− − + =  

  .ל"וכ� את הנקודה על המישור הקרובה ביותר לנקודה הנ        
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  .באר* ובסי�, יצר� מוכר מחשבוני�) 12(
  .8$ מחשבו� בסי� היאייצור ועלות  6$ מחשבו� באר* היאהייצור של עלות         

    2Q למחשבו� באר* ואת הביקוש 1Q מנהל השיווק עומד את הביקוש        
  :למחשבו� בסי� על ידי        

                                                  
 

  על מנת למקס� , 2P � ו1P, כיצד צריכה החנות לקבוע את מחירי המחשבוני�      
 ?מהו רווח זה ?  הרווח את       

  
  

  10פרק  $ פתרונות 

  

  .          ינימו�מ (3-,1.5);  אוכ1  (0.5,1-)  )1(

  .אוכ1 (2-,1),  (2 ,1-); מקסימו�  (2-,1-); מינימו�  (2 ,1)  )2(

  .          מינימו� (1,1);  אוכ1  (0,0)   )3(

  .אוכ1 (1- ,1),  (1,1),  (0 ,1-) ; מקסימו�  (0 ,1); מינימו�  (1- ,1-) (1 ,1-) ,  )4(

  .מקסימו� (4 ,4)  )6(                                     .מקסימו� (2 ,0)  )5(

  .אי� נקודות קריטיות )8(                               .מקסימו� (4 ,0.5-)   )7(

)9(  z = 3 , z = 4 .                                     )10(  מ"ס 2גובה ,  מ"ס 4אור. ,  מ"ס 4רוחב .  

  . (1/3,4/3,10/3)קרובה ביותר נקודה . יחידות אור. 1מרחק מינימלי הוא   )11(

)12(  P1=10$, P2=12$  , 288$רווח מקסימלי .  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

1 1 2

2 1 2

116 30 20

144 16 24

Q P P

Q P P

= − +

= + −
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  11פרק  $  תרגילי�

  )רמה מתקדמת( שלושה משתני�/שניי�קיצו� של פונקציה של 
  הריבועי� הפחותי�מינימו� שיטת  

  

  :מצא את נקודות הקיצו� של הפונקציות הבאות

2 2

2 2

3

3 3 2 2

2 2

( , ) 1 2 (1)

( , ) 4 (2)

( ( , )) 2 2 0 (3)

( , ) 3 6 3 12 8 (4)

2
( , , 0) ( , , ) (5)

4

f x y xy x y

f x y x y

z f x y z z xy x y

f x y x y x y x y

y z
x y z f x y z x

x y z

= + − −

= − +

= + + − − + =

= − − + + − +

> = + + +

  

2מצא מרחק מינימלי בי� הפרבולה  )6(  1y x= 2לפרבולה  + 2y x x= − +.  
   .כגו� שיטת ניוטו� רפסו� של משוואה) מקורב(נדרש יידע בפתרו� נומרי לפתרו� תרגיל זה *        

  

  שיטת הריבועי� הפחותי�

1 :נקודות nנתונות  )7( 1 2 2. ( , ),( , ),..., ( , )n nx y x y x y  
  

) א קו עקו� מהצורהמצ, בכל אחד מהסעיפי� הבאי�  )y h x=   
  

  :כ. שסכו� ריבועי המרחקי� האנכיי� בי� העקו� והנקודות יהיה מינימלי 
  

,  )א ( )h x ax b= ,2)'הדג� עבור הנק + 2.5), (1,0.8), (3,3.2), (4,3.5) 

,2  )ב ( )h x ax bx= )'הדג� עבור הנק + 1, 2), (2, 0), (0, 2)− −  

,  )ג ( )
b

h x ax
x

= ,10)'הדג� עבור הנק + 20.2), (6,12.9), (4,8.5), (0.5, 4)           

2  )ד
2

, ( )
b

h x ax
x

= +
 

,(4,33)'הדג� עבור הנק (2,8.5), (0.5, 2.3), (1, 4.5), (0.1,90) 

,2  )ה ( )h x ax bx c= + ,1)'הדג� עבור הנק + 4.5), (0.5, 2.3), (0,0.8), ( 1,0.1), ( 0.5,0.12)− − 
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1 :ותנקוד nנתונות  )8( 1 2 2( , ),( , ),...,( , )n nx y x y x y.  
  

yמצא ישר        ax b=   כ. שסכו� ריבועי המרחקי� האנכיי� בי� הישר +
   
  . b � ו aעלי. להגיע לנוסחה מפורשת עבור  .והנקודות יהיה מינימלי      

 

  מפתרו� המשוואות המתקבלי� b � ו a � ש נית� להניח )8( �ו) 7(בשאלות : הערה

            0, 0a bf f=   פונקציית ריבועי המרחקי� האנכיי� נותני� את המינימו� המוחלט של =

           ( )
2

1

( , ) ( )
n

i i

i

f a b h x y
=

= −∑    .   

  

  11פרק  $ פתרונות 

  

)1(  (t,t) לכל t מקסימו�, ממשי .                         )מקסימו� (0,0)) 2.  

  .אוכ1 (1,2). אי� קיצו�) 4(                                   .אוכ1 (1,2). אי� קיצו�  )3(

  0.375) 6(                                         .מינימו� (0.5,1,1)  )5(

0.88.) א.7( 0.3y x= 22 .)ב.7(                                    + 4

3 3
y x x= −.  

 .)ג.7(
1.5039

2.032y x
x

= 2.) ד.7(                            +

2

0.9
2.06y x

x
= +  

21.48.) ה.7( 2.196 0.824y x x= + +   

)8 (

2

1 1 1 1 1 1 1

2 2

2 2

1 1 1 1

,

n n n n n n n

i i i i i i i i i

i i i i i i i

n n n n

i i i i

i i i i

n y x y x y x y x x

a b

n x x n x x

= = = = = = =

= = = =

− −

= =

− −
   
   
   

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
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  21פרק  $  תרגילי�

  )'כופלי לגרנג( 2 של פונקציה של שני משתני�קיצו� תחת אילו
  

  שתני�פונקציות של שני מ

  :א את המקסימו� והמינימו� של הפונקציות הבאות בכפו1 לאילו* הנתו�מצ

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2

( , ) ; 2 3 1 2 (1)

( , ) ; 1 (2)

( , ) 4 6 ; 13 (3)

( , ) ; 2 6 (4)

f x y x y x xy y

f x y x y x y

f x y x y x y

f x y x y x y

= + + = −

= − + =

= + + =

= + =  

}נתונה בעיית הקיצו�  )5( } . . 3 12Max xy s t x y+ =     
   

  .לבעייה גרפיפתרו�  הבא. ב                .פתור את הבעיה. א      

}נתונה בעיית הקיצו�  )6( }2 . . 9Max x y s t x y+ + =     
   

  .לבעייה גרפיפתרו�  הבא. ב                .פתור את הבעיה. א      
  

3מבי� כל הנקודות הנמצאות על הישר ) 7( 12x y+   שמכפלת מצא את זו,  =

  .  שיעוריה מקסימלי      
  

2מבי� כל הנקודות שעל העקומה ) 8( 22 3 1 2x xy y+ =   הנקודות מצא את  −

  ואת הנקודות שמרחק� מראשיתשמרחקיה� מראשית הצירי� הוא מינימלי       

  .הצירי� הוא מקסימלי      
  

3מצא את המרחק הקצר ביותר מהישר  )9( 6 4 0x y− +    לפרבולה  =

     2 22 4 0x xy y y+ + + =.  

0מרחק הנקודה  :רמז      0( , )x y  0מהישרax by c+ + הוא  =
0 0

2 2

ax by c

a b

+ +

+
.  
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     התועלת מצריכת הסל  . ג עגבניות"ק y �ג מלפפוני� ו"ק xקונה בשוק  מוישלה )10(

      ( , )x y  נתונה על ידי( , ) ln lnu x y x y= +.      

  .ח"ש 2ג עגבניות "יר קמח. ח"ש 1ג מלפפוני� "קמחיר        

  והוא מעוניי� להשיג זאת  ln16 קובע לעצמו להשיג רמת תועלת מוישלה       

  .מוישלהאת בעיית ופתור נסח  .מינימאלית בעלות       

  

     התועלת מצריכת הסל  . ג עגבניות"ק y �ג מלפפוני� ו"ק xקונה בשוק  דני )11(

       ( , )x y נתונה על ידי( , )u x y xy= .      

  .ח"ש 3ג עגבניות "מחיר ק. ח"ש 1ג מלפפוני� "קמחיר         

  .דניאת בעיית ופתור נסח . ח"ש 12תקציב של  דניל        

  

2היא  Yואננס  Xעקומת התמורה בי� מנגו ) 12( 2 13x y+ =.  

)י תועלתלדנ         , ) 4 6f x y x y= +.  

)) = מנגו,אננס(דני מחפש את הסל          , )x y  , המביא , על עקומת התמורה  

  .נסח ופתור את הבעייה. למקסימו� את התועלת שלו מצריכת מנגו ואננס        

  

Qלייצר� פונקציית ייצור  )13( k L=   ה�  L �ו K  מחירי� ליחידתה.  +

       2, 1K LP P=   והוא מחפש את הצירו1 100היצר� נמצא ברמת תפוקה . =

      * *( , )K L אל תפתור( נסח את בעיית היצר�. המביא למינימו� את העלות(.  
  
  

  21פרק  $ פתרונות 
  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

{ }

0, 1 min 1,0 (2) 1, 1 min 1 / 7 , 1 / 7 (1)

2,1 min 2,1 (4) 2,3 min 2, 3 (3)

9,36 (6) 6, 2 (5)

1, 1 min 1 / 7, 1 / 7 (8) 6, 2 (7)

min , (10) 7 / 45 (9)

2,3 (12) 6, 2 (11)

min 2 ; 100 (13)

32 8

Max Max

Max Max

Max Max

Max

Max Max

K L K L

± ± ± ± ±

± ± − −

± ± ±

+ + =

∓

∓  
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  31פרק  $  תרגילי�

  )'כופלי לגרנג( של פונקציה של שלושה משתני� קיצו� תחת אילוצי�
  

  תחת אילו* משתני� לושהפונקציות של ש

  
  חשב את ממדי התיבה ששטח , ק"סמ 32מבי� כל התיבות הפתוחות שנפח�  )1(

  .הפני� שלה הוא מינימלי     

  

2מצא על פני הכדור ) 2( 2 2 36x y z+ +   דות הקרובות ביותר את הנקו =

  . (1,2,2)ביותר מהנקודה ואת הנקודות הרחוקות(1,2,2)נקודהל      

  

2למישור  (1,2,3)מצא את המרחק הקצר ביותר מהנקודה. א) 3( 2 0x y z− − + =.  

2על המישור  'מצא נק. ב       2 0x y z− − +   .(1,2,3)'שהיא הקרובה ביותר לנק =

  .למרחק בי� נקודה למישור החישוב המרחק בעזרת הנוסח י"עבדוק תשובת. . ג      

  

2מצא את הנקודות על המשטח  )4( 1z xy=   .הקרובות ביותר לראשית +

יותר מהאליפסואיד מצא את המרחק הגדול ביותר והקט� ב) 5(
2

2 2

96
1

x
y z+ + =  

3למישור        4 12 288x y z+ + =. 

0מרחק הנקודה  :רמז       0 0( , , )x y z  0מהמישורax by cz d+ + + 0הוא  = 0 0

2 2 2

ax by cz d

a b c

+ + +

+ +.  

  תחת אילוצי� משתני� לושהפונקציות של ש

  

2ימלי ומקסימלי בי� העקו� המתקבל מחיתו. הגליל מצא מרחק מינ )6( 2 1x y+ =   

zוהמישור        x y=   .לבי� ראשית הצירי� +

  

  האליפסואידמצא מרחק מינימלי ומקסימלי בי� העקו� המתקבל מחיתו.  )7( 

      
2 2 2

1
4 5 25

x y z
+ + =

 
z  והמישור x y=   .לבי� ראשית הצירי� +
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  הערה חשובה

  יצו� משיקולי�קאנו מסיקי� שנקודה קריטית היא נקודת  ,בפתרו� מרבית התרגילי� בפרק זה

  . מדובר בבעיות מעשיותו היות או גיאומטריי� פיסיקליי�

  ותברוב מוסדולא נהוג ללמד אות�  א� מאחר ,להוכיח פורמלית ישנ� דרכי� מתמטיות מתקדמות

  .הסתפקנו בכ�, הלימוד

  

  31פרק  $ פתרונות 

  

  . מ"ס 2גובה ,  מ"ס 4אור. ,  מ"ס 4רוחב ) 1(

,2)הנקודה הקרובה ביותר היא הנקודה) 2( 4, 4) .  

)הנקודה הרחוקה ביותר היא הנקודה       2, 4, 4)− − − .  

101 קרובה ביותרנקודה . יחידות אור. 1מרחק מינימלי הוא ) 3( 4
3 3 3( , , )  .  

)4  ((0,0,1) , (0,0, 1)−. 

256 מרחק קצר ביותר) 5(
320מרחק ארו. ביותר . 13

13 .  

  .3 מרחק מקסימלי.  1מרחק מינימלי ) 6(

75 מרחק מינימלי) 7(
  .10מרחק מקסימלי . 17
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  41פרק  $  תרגילי�

  מוחלט של פונקציה רציפה בקבוצה סגורה וחסומהקיצו� 

  

  חשב את המקסימו� המוחלט ואת המינימו� המוחלט של) 1(

     ( , ) 3 6 3 7f x y xy x y= − −   בצורת, הוא התחו� הסגור Rכאשר ,  Rבתחו�  +

  .(0,0),(3,0),(0,5) :ה�ודקודיו משולש שק      

   חשב את המקסימו� המוחלט ואת המינימו� המוחלט של) 2(

    2 2( , ) 3 2 6f x y x y x y= − −   בצורת, הוא התחו� הסגור Rכאשר ,  Rבתחו�  +

   . (0,0),(0,2),(2,2),(2,0) ריבוע שקודקודיו ה�     

  המוחלט שלחשב את המקסימו� המוחלט ואת המינימו� ) 3(

     2 2( , ) 2f x y x y x= + 2הוא העיגול  Rכאשר ,  Rבתחו�  − 2 4x y+ ≤.   

  חשב את המקסימו� המוחלט ואת המינימו� המוחלט של) 4(

     2 2( , )f x y x y xy x y= + − +   , הוא התחו� הסגור Rכאשר ,  Rבתחו�  +

    { }( , ) | 3 , 0, 0R x y x y x y= + ≥ − ≤ ≤.  

  את המקסימו� המוחלט ואת המינימו� המוחלט שלחשב ) 5(

    2 2( , ) 12 16f x y x y x y= + −   , הוא התחו� הסגור Rכאשר ,  Rבתחו�  +

    { }2 2( , ) | 1, 3R x y x y x y= + ≤ ≥ −.  

  41פרק  $  פתרונות

  

  . �11מינימו� מוחלט . 7מקסימו� מוחלט ) 1(

  . �1מינימו� מוחלט . 3מקסימו� מוחלט ) 2(

33 לטמקסימו� מוח) 3(
1מינימו� מוחלט . 4

4− .  

  . �1מינימו� מוחלט . 6מקסימו� מוחלט ) 4(

101  מקסימו� מוחלט) 5( 101מינימו� מוחלט . +6 6− .  
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  51פרק  $  תרגילי�

  אינטגרלי� כפולי� 

 
  :ינטגרלי�חשב את הא )1(

    
2

2 1 1 1

2 2 2

0 0 0 0 0

sin (3 (2 ( ) (1
a x

x

d r dr xy dydx x y dxdy

π

ϕ ϕ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

  

)באינטגרל ) 2( , )
D

f x y dx dy∫∫ הצב את הגבולות בשני סדרי האינטגרציה כאשר:  

     1(  D – משולש בעל הקודקודי�: )1,1(,)0,1(,)0,0( OAB  

     2(  D – משולש בעל הקודקודי�: )1,2(,)1,2(,)0,0( OAB −  

     3 ( D –  בעל הקודקודי�טרפז: )1,0(,)2,1(,)0,1(,)0,0( OABC  

     4(  D –   2עיגול 2 1x y+ ≤  

     5(  D –   עיגול
2 2

x y y+ ≤  

     6 ({ }2( , ) | 1,D x y y y x= ≤ ≥  

     7( 2 2( , )|1 4D x y x y
  
 
  

= ≤ + ≤
  

  

  :החל1 סדר אינטגרציה באינטגרלי� הבאי� )3( 

     

2

3 2

2 2

2

1 2 2 2 2

0 6 0
1

4

ln 2 2 1 1

1 0 1 2 1 1

( , ) (3 ( , ) (2 ( , ) (1

( , ) (6 ( , ) (5 ( , ) (4

x x x

xx x

e x x x x

x x

f x y dydx f x y dydx f x y dydx

f x y dydx f x y dydx f x y dydx

−

−
−

− −

− − − −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
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  :חשב את האינטגרלי� הבאי� )4(

     1(2

D

xy dxdy∫∫כאשרD  2י הפרבולה ''חסו� ע 4y x=  1והישרx =.  

     2(
4D

dxdy

x−∫∫כאשרD  י צירי הקואורדינטות והקשת הקצרה  ''חסו� ע  

(2,2)השמרכזו בנקוד 2רדיוס בעל של  המעגל              .  

     3(| |
D

x y dxdy∫∫ כאשרD   עיגול בעל הרדיוסa  שמרכזו בראשית .  

     4(2 2( )
D

x y dxdy+∫∫   

. מקבילית בעלת הצלעות D כאשר           ( 0) 3 , , ,a y a y a y x a y x> = = = + =  

      5( 
2 2

cos

D

y
dA

y π+∫∫   כאשרD 1 התחו� הכלוא בי�, 0, ,x y y y xπ π= − = = =. 

  

  ):סדר האינטגרציה את  נהש: רמז( חשב את האינטגרלי� הבאי�  )5(

  

3

2/3

2

2

4 243

00 1

4 4 1
2

0 0

(1( ) (2

sin( ) (4 ( , 0) (3

y
x

y

y

x

x y

e dxdyx y dxdy

y dydx x y e ydxdy

−

+

≥

∫ ∫∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫  
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  :ת סימו�והער

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

h x h xb b

D D a g x a g x

v y v yd d

D D c u y c u y

f x y dA f x y dydx f x y dydx dx f x y dy

f x y dA f x y dxdy f x y dxdy dy f x y dx

= = =

= = =

∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫

  

  

  

  

י� למשל את האינטגרל ורושמ, ישנ� מרצי� שלא מקפידי�, לתשומ� לבכ�
( )

( )

( , )

h xb

a g x

f x y dydx∫ כ.  ∫

( )

( )

( , )

h xb

a g x

f x y dxdy∫   רישו� זה אינו שגוי מאחר שכפל.  ∫

  . הוא זהה dydxוהרישו�  dxdyכלומר הרישו� . הוא חילופי

  

  

  

  

  

  

2 1 
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   51 פרק –פתרונות 

3

2

2

1
3 40

1 1 1

0 0 0

22 1 0 1 1

0 /2 2 /2 0 2

1 1 1 1 2 1

0 0 0 0 1 1

1 1

1 1

(3 (2 1 (1 (1)

( , )  ( , ) (1 (2)

( , ) ( , )  ( , ) (2

( , )  ( , ) ( , ) (3

( , )

a

x

y

y

x x y

x

y

x

x

dx f x y dy dy f x y dx

dx f x y dy dx f x y dy dy f x y dx

dx f x y dy dy f x y dx dy f x y dx

dx f x y dy

π

− − −

+

−

−

− − −

=

+ =

= +

=

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
2

2

2
2

2
2

2

2 2 2

2 2 2

11

1 1

1 1

1/2 12 4

1/2 01 1

2 4

1 1 1

1 0

1 4 1 1 1 4

2 1 14 4 1

( , ) (4

( , ) ( , ) (5

( , ) ( , ) (6

( , ) ( , ) ( , )

y

y

x
y y

y yx

y

yx

x x x

x x x

dy f x y dx

dx f x y dy dy f x y dx

dx f x y dy dy f x y dx

dx f x y dy dx f x y dy dx f x y dy

−

− − −

+ −
−

− − −− −

− −

− − − − −

− − −− − − − −

=

=

+ +

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
2

2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 4

1 4

4 1 4 41 1 1 2

2 1 1 14 4 1 4

2 1 20 8 2 4

1 0 0 /2 22 1 2 1

( , ) (7

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) (2 ( , )

x

x

y y y y

y y y y

y y y

yy y

dx f x y dy

dy f x y dx dy f x y dx dy f x y dx dy f x y dx

dy f x y dx dy f x y dx dy f x y dx dy f

−

− −

− − − − −−

− − −− − − − − − −

+ −

− − + − +

+

= + + +

+ +

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

( )

2 3

2

2

2

/2

1 10 1 1

1 0 011

1 11 1

0 0 2

4
4

8

( , ) (1 (3)

( , ) ( , ) (4 ( , ) (3

( , ) (6 ( , ) (5

16 2 32
0 (5 14 (4 (3 8 (2 (1 (4)

2 3 21

1 1 241 1
(1 cos16) (4 ( 2) (3 (2 1 (1 (5)

2 4 60 3

y

y

y y y

y yy

ye

ye

x y dx

dy f x y dx dy f x y dx dy f x y dx

dy f x y dx dy f x y dx

a
a

e e

− −

− − −− −

+ −

−

+

−

− − −

∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
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  16פרק  $  תרגילי�

  שימושי האינטגרל הכפול
  

  

  :העקומי� הבאי�  י''החסומי� ע שטחי התחומי�חשב את  )1(

     

2 2

2 2 2

5
( 0) , (2 2, 4 4 (1

2

3, 4 (4 9 , 9 9 (3

a xy a x y a x y x y

x y y x y x y x

> = + = + = − =

+ = = = − = −
  

  :י המשטחי� הבאי� ''החסומי� ע נפחי הגופי�חשב את  )2(

     

2 2 2

2

2

2
2

1 , 0, 1, 0, 0 (1

0 , , 1, (2

2
( 0) 0, , 0.5 , 2 , (3

0, 1, 2 (4
4 2 4

( 0) 1, (5
4

, 6, 0, 0, 0 (6

z x y z x y x y

z z x y y y x

x z z x y y x y x y
x

x y z
z y x

y
z x z y

z x y z x y z

= + + = + = = =

= = + = =

> = = + = = =

= + + = =

≥ + = =

= + = = = =

  

  יש פונקציית  , ) 0,1( �ו) 1,0( ,) 0,0(שקודקודיו ה� , ללוח דק בצורת משולש )3(
  

.צפיפות       ( , )x y xyδ =  
  

  .של הלוח מרכז הכובדחשב את )  2.  הלוח מסתחשב את ) 1     
  

  

}ללוח דק בצורת מלב� ) 4(  }2 2 2 2( , ) | ,b b a aR x y y x= − ≤ ≤ − ≤   יש פונקציית, ≥

  . z ח סביב צירשל הלו מומנט ההתמדחשב את ). הלוח הומוגני(צפיפות קבועה       

  .של הלוח M  המסהבטא את תשובת. באמצעות       

  

2של חלק הגליל  שטח הפני�מצא את  )5( 2 4x z+   הנמצא מעל למלב� =
   

    { }( , ) | 0 1, 0 4R x y x y= ≤ ≤ ≤   .  xyשבמישור  ≥
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  61פרק  $ פתרונות 
  
  

( )

2 2

264 15 64
3 8 3

18 17 88 5
3 6 105 65

2 2 1
245 5

( )

12

1
6

(4 32 (3 2 ln 2 (2 (1 (1)

36 (6 (5 16 (4 (3 (2 (1 (2)

( , ) (2 (1 (3)

(4)

(5 5 1) (5)

M a b

a

π

+

−

−
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  71פרק  $  תרגילי�

  )פולריות(אינטגרלי� כפולי� בקואורדינטות קוטביות 

 
  

2 חשב)  1( 2

D

x y dA+∫∫  כאשרD התחו� המתואר בשרטוט. 

  .1 רדיוסט� מעגל הקלבסעי1 ד  . 4רדיוס כל המעגלי� ל :.לתשומת לב      

    חשב את האינטגרל המתקבל לאחר המעברת אלבסעי1 ט                                

  .לקואורדינטות קוטביות                               

                                 

     

  

  

   

  

        

  

        

  

                                         ט                                                         ח                                                      ז  

  

                                        

  

 

 

 

 א ה ו

 א ב ג

 ד א
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  :חשב את האינטגרלי� הבאי� תו. מעבר לקואורדינטות קוטביות) 2(

  

     

2 2

2

2 2

2

2 2 2

2 2

2

1 1 1 1

1 1 01

1 11 1
2 2 2 2

1 0 01

42
2 2

0 0

2 6

0 0 0 0

1 0 2 2

2 2 2 2
1 1 1

(2 (1

( ) (4 ( ) (3

( ) (6 (5

(8 (7

4 2
(10

1 1

x x

x

y y

y

y a a x

a a x

yx

y

dydx dydx

x y dxdy x y dxdy

x y dxdy dydx

ydydx xdxdy

x y
dxdy dydx

x y x y

− −

− −− −

− −

− − −

− −

− − −

− − − −

+ +

+

+

+ + + +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
2

2 22

2 22 2

2

2

22

2 2

0 0

1

ln 21 1 ln2
( )

0 0 0 0

1 ( 1)2 0 2
2

2 2
0 0 01 ( 1)

11 1 1
2 2

2 2 2
1 11 1

(9

(12 (11

(14 (13

2
(16 ln( 1) (15

(1 )

x

yx
x yx y

x

y

yx

x y

e dydx e dxdy

x y
xy dxdy dydx

x y

dydx x y dxdy
x y

− −

−−
+− +

− −

− − −

−−

− −− − − −

+

+

+ +
+ +

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

  

  

   :המתואר נפח הגו4ל אחד מהסעיפי� הבאי� חשב את בכ) 3(

2 הגו1 הכלוא בי� פני הכדור) 1 2 2 9x y z+ + 2 בי� הגלילל = 2 1yx + =.  

2 הגו1 הכלוא בתו. הגליל) 2 2 2x y y+ 2 בי� החרוט = 2z x y=   מלמעלה +

  .מלמטה xy � לבי� מישור     

2 הגו1 הכלוא בתו. הגליל ) 3 2x y x+ 2 בי� הפרבולואיד = 21z x y= − −  

  .מלמטה xy � מלמעלה לבי� מישור    

2: החסו� על ידי שטח התחו�חשב את ) 4(  2. 2 , 0, 3x y x y y x+ = = =  
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 71פרק  $  פתרונות

  
  

2

3
3 4

64 64 32 128
32 (6 (5 42 (4 (3 (2 (1 (1)

3 3 3 3

32 16
(8 (7

9 3

2 (6 (5 (4 (3 (2 (1 (2)
2 8 2

( 1) 4 4
(12 ln (11 (4 ) (10 ln (9 (8 36 (7

4 2 2 3

4 4
(16 ln (15 (14 1 (13

5 2

5 32 (108 64 2)
(3 (2 (1 (3)

32 9 3

(4)

a

e e

e e

e

π

π π π π
π π

π π

π π π
π π π

π π
π π π

π
π π

π π

−
−

− +

−

+
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  81פרק  $  תרגילי�

  )קוביא�עי(החלפת משתני� באינטגרל כפול 

  
  

חשב את האינטגרל הכפול  )1(
R

x y
dA

x y

−
   הוא Rכאשר  ∫∫+

3התחו� המוגבל על ידי הישרי�        , 1 , 1,y x y x y x y x= − = − = − =.  
  

xyאת האינטגרל הכפול  חשב )2(

R

e dA∫∫  כאשרR הוא   

 פונקציותהתחו� המוגבל על ידי ה     
1 2

, 0.5 , ,y x y x y y
x x

= = = =.  

  

חשב את האינטגרל הכפול  )3(
1 1

sin ( )cos ( )
2 2

R

x y x y dA+    הוא Rכאשר  ∫∫−

  .A(0,0), B(2,0), C(1,1): בצורת משולש שקודקודיו ה�התחו�       
  

4)חשב את האינטגרל הכפול  )4( 8 )
R

x y dA+∫∫  כאשרR הוא   

,A(-1,3), B(1,-3), C(3,-1): בצורת מקבילית שקודקודיה ה�התחו�        D(1,5).  
  

2חשב את האינטגרל הכפול  )5( 216 9
R

x y dA+∫∫  כאשרR הוא   

הכלוא בתו. האליפסה התחו�       
2 2

1
9 16

x y
+ = .   

  

2חשב את האינטגרל הכפול  )6(

R

y dA∫∫  כאשרR הוא   

2 עקומותהתחו� המוגבל על ידי ה      21 2
, , 1, 2y y xy xy

x x
= = = =.  

 

xחשב את האינטגרל הכפול  )7( y

R

e dA+
}כאשר  ∫∫ }( , ) | | | | 1|R x y x y= + ≤.  

       

  
  81פרק  $  פתרונות

  

21 1 1
192 (4) 1 sin 2 (3) ( ) ln 2 (2) ln 3 (1)

2 2 4

1 3
(7) (6) 96 (5)

4

e e

e
e

π

− −

−
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  91פרק  $  תרגילי�

  אינטגרלי� משולשי� ושימושיה�
  
  

  :חשב את האינטגרלי� הבאי�) 1(

     

( ){ }

( ){ }

2

1

0 0 0

3 1 1

0 0 0

2

6 (1

(2

, , 0 1, 1 2, 0 3 , (3

, , 0 1 , 0 ,0 1 , 6 (4

z x z

z
y

B

B

xzdydxdz

ze dxdzdy

B x y z x y z xyz dV

B x y z x y x z x y xydV

+

−

= ≤ ≤ − ≤ ≤ ≤ ≤

= ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫∫∫

∫∫∫

  

  
  :שינוי סדר אינטגרציהחשב את האינטגרלי� הבאי� על ידי ) 2(
  

     

2

2

3

2

24 1 2

0 0 2

1 1 1

0 0

2 21 1 ln3

20 0

2 4

0 0 0

4cos( )
(1

2

12 (2

sin
(3

sin 2
(4

4

y

zy

x

x

z

x x

x
dxdydz

z

xze dydxdz

e y
dxdydz

y

z
dydzdx

z

π π

−

−

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

  

  
  

  :י� הבאי� י המשטח''החסומי� ע נפחי הגופי�חשב את ) 3(

     

2 2 2

2

2

2
2

1 , 0, 1, 0, 0 (1

0 , , 1, (2

2
( 0) 0, , 0.5 , 2 , (3

0, 1, 2 (4
4 2 4

( 0) 1, (5
4

, 6, 0, 0, 0 (6

z x y z x y x y

z z x y y y x

x z z x y y x y x y
x

x y z
z y x

y
z x z y

z x y z x y z

= + + = + = = =

= = + = =

≥ = = + = = =

= + + = =

≥ + = =

= + = = = =
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  . r  ורדיוס הבסיס שלו hשל גליל שגובהו  מרכז הכובדואת  מסהחשב את ה )4(

  ,לילהנח שהצפיפות בכל נקודה פרופורציונית למרחק הנקודה מבסיס הג     

).פונקציית הצפיפות היא מהצורה , כלומר      0) ( , , )k x y z kzδ> =   

  
  )פונקציית צפיפות קבועה(ההומוגנית  תיבהשל ה מומנט ההתמדחשב את ) 5(

    { }( , , ) 0 , 0 , 0|V x y z x a y b z c= ≤ ≤ ≤ ≤ ≤   .  z  סביב ציר ≥

  .תיבההשל  M  המסהבטא את תשובת. באמצעות      
  
  
  

  91פרק  $ פתרונות 
  

  
3

2

1
5

2 2

2 2

65 27 1
(4 (3 ( 1) (2 1 (1 (1)

28 4 3

sin 4
(4 4 (3 3 6 (2 2sin 4 (1 (2)

2

8 17 88 5
36 (6 (5 16 (4 (3 (2 (1 (3)

3 6 100 6

2 1
( , , ) (0,0, ) (4)

3 2

1
( ) (5)

3

e

e

h
x y z M kh r

M a b

π

−

−

= =

+
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  20פרק  $  תרגילי�

  נטות גליליות וכדוריותבקואורדיאינטגרלי� משולשי� 
  
  

חשב) 1(
2 2 2

2 2 2

1 1
2

0 1 ( )
. 21

x x y

x x y
xy dzdydx

− +

− − − +∫ ∫ ∫  

  

חשב) 2(
2

2 2 2

1 1 1

1 1
.

x

x x y
dzdydx

−

− − − +∫ ∫ ∫  

  

חשב )א) 3(
2 2 2

2 2

2 2 4

0 0 4
.

x x x y

x y
dzdydx

− − −

− − −∫ ∫ ∫  
  

חשב )ב      
2 2 2

2

2 4 4
2 2 2

2 4 0
.

x x y

x
z x y z dzdydx

− − −

− − −
+ +∫ ∫ ∫  

   

2גו1 כלוא בגליל ) 4( 2 9x y+   מלמטה לבי� מחצית פני הכדורxy � בי� מישור =

    2 225z x y= −   .שלו המרכזשל הגו1 ואת  הנפחחשב את .  מלמעלה −

  

2של גו1 החסו� על ידי פני הכדור  מרכזואת ה נפחחשב את ה )5(  2 2 16x y z+ + = 

2מלמעלה ועל ידי החרוט        2z x y=   .מלמטה +

  
  החסו� על ידי הפרבולואיד �xyשל התחו� מעל מישור נפחמצא את ה )6(

     2 2z x y= 2  והגליל + 2 2x y a+ =.  
  
  
  
  20פרק  –פתרונות 

  

)1( 4                     )2 (
3

π
 )א )3(                

24 32

9

π −
) ב   

32

5

π
     

)4 (
122

( , , ) (0,0,1107 / 488) ,
3

x y z V π= =  

)5 (
64

( , , ) (0,0,1.5 / (2 2)) , (2 2)
3

x y z V π= − = −  

)6  (4

2
a

π
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  12פרק  $ רגילי� ת

  )יקוביא�(החלפת משתני� באינטגרל משולש 

  
  

)2חשב את ) 1( )
G

z y xydV−∫∫∫  כאשרG המוגבל על ידי המשטחי�  גו1א ההו        

     4, 2, 1, , 3, 1xy xy z y z y x x= = = + = = =.  

של האליפסואיד  נפחחשב את ה )2(
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + =.  

2חשב את ) 3(

G

x dV∫∫∫  כאשרG  האליפסואידהוא 
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + =.  

  �התחו� המוגבל על ידי המשטחי נפחחשב את ) 4(

     2 2. 4 , , 4 12, 4 , 2 ,y z y z y x y x y z y z= = = − = = =  

2חשב את  )5( 2 2( 1) ( 2) ( 4)
G

x y z dV− + − +   הכדור שמרכזו   הוא Gכאשר  ∫∫∫−

  . 1ורדיוסו  (1,2,4)בנקודה      

       

  12פרק  $  פתרונות

 )1( 2ln 3  

)2  (4
3 abcπ  

)3  (
34

15 a bcπ  

)4  (105
32  

)5  (π  
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  22פרק  $ תרגילי� 

  )עבודה ,ומסה של עקו� אור�(ושימושיה�  אינטגרלי� קויי�

  

  .70' שבעמ "הצגות פרמטריות של עקומי� חשובי�"מומל2 בחו� לעיי� בנספח * 

  

  Iאינטגרל קוי מסוג 

  

)חשב   )1( , )
C

f x y ds∫  

.2.א       : cos , sin , 0 2 ; ( , ) 1C x t y t t f x y x= = ≤ ≤ π = −  

..ב       : sin , 1 cos , 0 ( , )C x t t y t t f x y x= − = − ≤ ≤ π ; =  

).ג        , )f x y x y= +     ;C  (0,0)של ישר המחבר את  קטעO  (1,2)ע�A .  

)2.ד        , )f x y x y= +   ;   C  היקפו של OAB∆  :(0,0), (0,1), (1,0)O A B .   

  

)חשב  )2(  , , )
C

f x y z ds∫  

2. א        2 2: cos , sin , 0 ; ( , , )C x t y t z t t f x y z x y z= = = ≤ ≤ π = + +   

2  .ב        3 31 1
: , , 0 3 ; ( , , ) 3

32
C x t y t z t t f x y z x z= = = ≤ ≤ = +  

2/3 אור� העקו�חשב את  )3( 2/3 1x y+ =.  

  

  

cosל דק מיוצג על ידי סליל עשוי תי) 4( , sin , 2 (0 )x t y t z t t π= = = ≤ ≤.  

)הסליל א� פונקציית הצפיפות היא  מסתחשב את        , , )x y z kzδ = ( 0)k > .  
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2
y x=  

1y =  

  IIאינטגרל קווי מסוג 

  

  :שבח) 5(

2.  א      2: cos , sin 0 / 2 ; 2 ( )
C

C x t y t t xydx x y dyπ= = ≤ ≤ + +∫  

2.  ב      2: , 0 1 ; (2 ) ( )
C

C x t y t t x y dx x y dy= = ≤ ≤ + + −∫  

  
  

2חשב  )6(

C
ydx x dy+∫    כאשרC   (2,4)לנקודה  (0,0) נקודהמהמסלול  

2y  .א   :י המשוואה"נתו� ע C �ו       x=    2  .בy x=.  

  

חשב  )7(
(4,2)

(1,1)
( ) ( )x y dx y x dy+ +    :א� העקו� נתו� על ידי  ∫−

2yהפרבולה . א   x=.  

   .קו ישר. ב  

  ).4,2( � ומש� ל) 1,2( �ל) 1,1( �מ הקוי� הישרי� . ג  

2: העקו�. ד   22 1, 1x t t y t= + + = +.  

  

2חשב  )8(

C
x ydx xdy+∫ כאשר המסלול  C מתואר בציור:                                     

                                                                                                                2  

  

  

                                                                                                  1  

)2חשב ) 9( )
C

x y dx dy−   :מתואר בציור C  כאשר המסלול ∫+
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)א� ) 10( ) ( ) ( )2 2( , , ) 3 6 2 3 1 4F i j kx y z x yz y xz xyz= − + + + −  

חשב את האינטגרל הקווי        
C

F dr⋅∫ לאור. המסלולי� (1,1,1)�ל (0,0,0)�מ:  

2. א        3, ,x t y t z t= = =.  

  .(1,1,1) � ומש� ל (0,1,1) � מש� ל, (0,0,1) �ל (0,0,0) �הקוי� הישרי� מ.  ב       

  .(1,1,1) �ו (0,0,0)הישר המחבר את .  ג        

  

טגרל הקווי חשב את האינ )11(
C

F dr⋅∫ ,כאשר:   

). א         ) ( )2 3 2 3( , ) , , ( ) , , 0 1F x y x y y x r t t t t= − = − ≤ ≤  

). ב         ) ( )3 2( , , ) sin ,cos , , ( ) , , , 0 1F x y z x y xz r t t t t t= = − ≤ ≤  

  

שמבצע שדה הכוח  עבודהחשב את ה. א )12(
3( , ) ( )x y x y x y= + −F i j   

2y על חלקיק שנע על הפרבולה              x=   מ�(   . (1,1)עד  −(2,4

)עד (1,1)�כיצד הייתה משתנה תשובת. אילו החלקיק היה נע מ. ב         2,4)− .  

  

)שמבצע שדה הכוח  עבודהחשב את ה )13( , , )F i j kx y z yz xz xy= + +   

2לאור. העיקול   חלקיק הנע על         3( ) (0 1)r i j kt t t t t= + + ≤ ≤  .    

  

 הערת סימו�

  :בסימוני� שוני� בספרות המקצועית II מסוגקוי אינטגרל 

( ) ( )

( ) ( )1 2 3 1 2 3

, , , ,

, , , ,

F

A

C C C

C C C

dr f g h dx dy dz fdx gdy hdz

dr A A A dx dy dz A dx A dy A dz

⋅ = ⋅ = + +

⋅ = ⋅ = + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
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  22פרק  $ פתרונות 

  

. ב     π. א )1(
16

3
. ג     

3 5

2
. ד     

5
( 2 1)

6
+  

. א) 2(
2

2 (1 )
3

π
π . ב     +

567

2
  

)3 (6  

)4 (25kπ  

. א )5(
1

3
. ב     

4

3
  

. א )6(
28

3
. ב     

32

3
  

. א )7(
34

3
. ד     14. ג     11. ב     

32

3
  

)8( 
1

2
  

)9( 
4

5
  

. ג     �3. ב     2. א )10(
6

5
  

. א )11(
59

105
. ב     −

6
sin1 cos1

5
− −  

  �3. ב     3. א )12(

)13( 1  
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  32פרק  $ תרגילי� 

  שדות משמרי� ,אי תלות במסלול

  

∇Fφ �כ. ש φ מצא פונקציה, א� כ�. הוא שדה משמרFקבע הא�) 1( =.  

). א       )( , ) 6 5 ,5 4F x y x y x y= + +  

)  .ב       , )F i jy xx y xe ye= +  

) . ג       )2( , ) 2 cos cos , sin sinF x y x y y x x y x= − − −  

)2  .ד       , , ) 2F i j kyx y z z e xz−= + +  

)2. ה       , , ) ( 3 )F i j kx y z yz xz xy z= + + +  

) . ו        )2( , , ) ,2 ,F x y z z yz y=  

נתו� האינטגרל) 2(
(3,4)

2 3 2 2

(1,2)

. (6 ) (6 3 )xy y dx x y xy dy− + −∫  

,1)אינו תלוי במסלול המחבר את הוכח שהאינטגרל . א       ,3) �ו (2 4).  

  .חשב את האינטגרל בשתי דרכי� שונות. ב      

חשב את האינטגרל  )3(
(3,1)

3 2 2

(1,4)

2 (1 3 )xy dx x y dy+ +∫.  

) חשב את האינטגרל) 4( )
(2,1)

4 2 3

(1,0)
2 3 ( 4 )xy y dx x xy dy− + + −∫.  

)יהי ) 5( , )F i jy yx y e xe=   שמבצע השדה על חלקיק הנע  עבודהמצא את ה. +

21yעל         x= )� ל (1,0)�מ − 1,0)− .  

) חשב את האינטגרל) 6( ) ( ) ( )
(2,1, 1)

3 2 2 2

(1, 1,1)
2 6 6 2 3xz y dx x yz dy x z y dz

−

−
+ + − + −∫.  

  .ת� מוב� פיסיקאלי לתוצאה     
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נתו� שדה וקטורי  )7(
2 2

2 2 2 2
F i j

x y y x

x y x y

+ −
= ⋅ + ⋅

+ +
  :מסלולי�  3ונתוני�  

     2 2
1 : 1L x y+   .)נגד כיוו� השעו�( בכיוו� החיובי   =

     
2 2

2 : 1
16 9

x y
L +   .)ע� כוו� השעו�( בכיוו� השלילי  =

     2 2
3 : ( 10) ( 7) 1L x y− + −   ).ו�נגד כיוו� השע( בכיוו� החיובי  =

  .א:  חשב       

1

F
L

dr∫�      ב.  

2

F
L

dr∫�     ג.  

3

F
L

dr∫�.  

נתו� שדה וקטורי  )8( 
2 2 2 2

F i j
y x

x y x y

−
= ⋅ + ⋅

+ +
.    

) �ל (2,0) �מסלולי� מ 2ונתוני�         2,0)−:  

      2 2 2 2
1 2: 4 , 0 : 4 , 0L x y y L x y y+ = ≥ + = ≤  

:  חשב.  א       

1

F
L

dr∫�   ,

2

F
L

dr∫�.  

}משמר בחצי הטבעת  Fהוכח כי .  ב        }2 2( , ) |1 9, 0D x y x y y= ≤ + ≤ ≥.  

  הערת סימו�

  : שדה וקטורי בסימוני� שוני� בספרות המקצועית

( )

1 2 3

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )

ˆ ˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

F i j k

F

F

A i j k

x y z f x y z g x y z h x y z

x y z f x y z g x y z h x y z

x y z f x y z x g x y z y h x y z z

A A A

= + +

=

= + +

= + +
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  32פרק  $ פתרונות 

  

2. א) 1( 2( , ) 3 5 2x y x xy yφ = +   .השדה אינו משמר. ב     .          +

)2. ג       , ) cos sinx y x y y xφ = )2. ד     .        − , , ) y
x y z xz eφ −= −  

)3. ה       , , )x y z xyz zφ =   .השדה אינו משמר. ו     .                    +

  236 .ב )2(

)3 (58�   

)4 (5  

)5 (2�   

  . Cלאור.  (1-,2,1) �ל (1,1-,1) �עבודה שנעשית בהזזת גו1 מ=  15) 6(

  .0.ג      −2π.ב      2π.א) 7(

1. א) 8( :L π  ,2 :L π−  
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2
y x=  

1y =  

  42פרק  $ תרגילי� 

  משפט גרי�

  

  

  

  

  

  
  

)1(2

C

x ydx xdy+∫�  ; המסלול  C מתואר בציור:                                    

                                                                                                                2  

  

  

                                                                                                   1  

)2(2( )
C

x y dx dy−   :מתואר בציור C  המסלול;   �∫+

  
  
  
  
  
  
  
  
  

)3(
2 3 2( ) ( 2 )

C

x xy dx y xy dy− + −∫�   ;  

      C (0,0) :ע שקודקודיוהוא ריבו, (2,0), (2,2),   ריקי.בכיוו� החיובי (0,2)
  

)שמבצע שדה הכוח  עבודהחשב את ה) 4( ) ( )3 3( , ) cosF i jxx y e y y x= − + +   

2 על מעגל היחידהחלקיק הנע  על       2 1x y+   בכיוו� הפו. לכיוו� השעו� ,  =
         
   .ומשלי� הקפה אחת      

  
  

  כלומר חשב, אשר את משפט גרי�) 1(�)3(בכל אחד מהתרגילי� 

את האינטגרל 
C

fdx gdy+∫�   ואת האינטגרל( )x y

R

g f dA−∫∫  והראה

  . לזה שה� שווי� זה
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) אינטגרלחשב את ה) 5( )2tan cos
2

y y

C

x
e dx xe y y dy
 
 
 

− +   הוא C  כאשר ∫+

2האיחוד של העקומי�       28 ,y x y x= −   .ע� כיוו� השעו�, ברביע הראשו� =

    

) חשב את האינטגרל) 6( )( )2 22 cos sin cos 2x y x y

C

e ydx e y y xy dy− −− + + +∫   

}הוא חצי האליפסה  Cכאשר       }2 24 4, 0x y y+ = )מהנקודה  ≤    לנקודה  2,0(

    ( )2,0−.      

:י"ענתו�  C  הוכח שהשטח החסו� על ידי עקו� סגור פשוט.  א) 7(
1

.
2

C

xdy ydx−∫�  

 חשב את שטח האליפסה.  ב      
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = .  

  

  

  42פרק  $  פתרונות

   0.5 הוא משות1הער. ה) 1(

  10.8 הוא הער. המשות) 2(

     8הער. המשות1 הוא ) 3(

)4 (1.5π  

)5 (0.5sin 64  

)6 (4

4

8 1

3
e

e
+ −  

  abπ. ב) 7(
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  52פרק  $ תרגילי� 

  ושימושיה� אינטגרלי� משטחיי�

  

  Iאינטגרל משטחי מסוג 

  

  

  

)1(2

S

x yzdS∫∫ כאשרS 1הוא המישור 2 3z x y= + . מלב�המעל  + [0,3] [0,2]R = ×  

)2(
S

xdS∫∫ כאשרS 20הוא המשטח 2 , 0 2 , 4x z y x z≤ ≤ ≤ ≤ = + .    

)3(
S

yzdS∫∫ כאשרS  3הוא המישורz y= 2 שכלוא בתו. הגליל + 2 1x y+ = .  

)4(( )2 2

S

x z y z dS+∫∫ כאשרS  2הוא חצי הכדור 2 20 , 4z x y z≥ + + =.    

)5(
S

xyzdS∫∫ כאשר S  חלק החרוט הוא( , ) cos sin 3r i j ku v u v u v u= + +   

1המקיי�        2 , 0 / 2u v π≤ ≤ ≤ ≤.     

  . Rשל כדור בעל רדיוס  שטח הפני�חשב את ) 6(

2היא חלק הפרבולואיד  Sהיריעה הדקה ) 7( 2z x y= 1zשמתחת למישור  + =  

)0וצפיפותה        , , )x y zδ δ= היריעה מסתחשב את . קבועה.  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  .חשב את האינטגרל המשטחי) 1(�)5(בכל אחד מהתרגילי� 
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  IIאינטגרל משטחי מסוג 

  

  

  

  

  

  

  

  

)8( 2 2(2 )F i j kx z x y xz= − + −   ;S י  "הוא פני הקובייה הנקבעת ע  

,0: המישורי�      1, 0, 1, 0, 1x x y y z z= = = = = =.  
  

        

)9(2 3F i j kx y z= − +   ;S   2,הוא פני הכדור 2 2 1x y z+ + =.  
  

  

)10(2(2 ) ( 3 )F i j kxy z y x y= + + − +  ;S י "הוא פני הפירמידה הנקבעת ע  

2 : המישורי�         2 6, 0, 0, 0x y z x y z+ + = = = =.   
  

  

)11(5 2 3F i j k= + + ;S  2חלק הפרבולואיד 24z x y= − 0zשבו  − ≥ .  
  

)12(( )0 2 3 1F i j kz y= − + − −
    

        S והוא נמצא מעל המישור 4רדיוסו , הוא חצי הכדור שמרכזו בראשיתxy.  

  

  52פרק  –פתרונות 

  

)1  (171 14                      )2( 
33 33 17 17

6

−

                 
     )3( 2 / 4π    

)4( 16π                              )5( 93 / 10                                )6 (2
4 Rπ  

)7  (( )0 5 5 1
6

πδ
−

          
)8  (

11

6                                          
)9  (

8

3

π

     

)10  (27
                            

)11  (12π
                                     
)12  (16π−

     

         
  

  

  

Fחשב את האינטגרל ) 8(� )12(בכל אחד מהתרגילי�  n
S

ds⋅∫∫    

  :ובניסוח אחר

  .Sדר.  Fחשב את השט1 של שדה הזרימה) 8(� )12(בכל אחד מהתרגילי� 

)n הוא נורמל חיצוני של S (.  
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  62פרק  $ תרגילי� 

  )גאוס( משפט הדיברגנ2

 

  

  

  

  

  

  

)1(2 2(2 )F i j kx z x y xz= − + −  ; S הקובייה  הוא פניG י "הנקבעת ע   

,0 :המישורי�      1, 0, 1, 0, 1x x y y z z= = = = = =.  

        

)2(2 3F i j kx y z= − +  ; S הוא פני הכדור  G ,2 2 2 1x y z+ + =.  

  

)3(2(2 ) ( 3 )F i j kxy z y x y= + + − + ; S  הוא פני הפירמידהG י "הנקבעת ע  

2 : המישורי�       2 6, 0, 0, 0x y z x y z+ + = = = =.  

  

2פני הגו1 הכלוא בגליל  Sיהי ) 4( 2 9x y+ 0zבי� המישורי�  = 2z �ו = =.  

 השדה הוקטורי של שט4חשב את ה      
3 3 2F i j kx y z= +    . Sדר.  +

F חשב את, כלומר      n
S

ds⋅∫∫ כאשר n רמל חיצוני שלוהוא נ S. 

  

F חשב את) 5( n
S

ds⋅∫∫ כאשר n רמל חיצוני שלוהוא נ S . 

      ( )2 3F i j kz x xy z= − − + ; S גו1 החסו� על ידיהוא פני ה :       

     20, 3, 4 , 0x x z y z= = = − =.  

  

  

  

  

  כלומר חשב, אשר את משפט הדיברגנ*) 1(�)3(בכל אחד מהתרגילי� 

Fאת האינטגרל  n
S

ds⋅∫∫  ואת האינטגרלF
G

div dV∫∫∫  והראה שה�

  ).ראה הערת סימו� בסו1 הסעיS (. )1 הוא נורמל חיצוני של n(. שווי� זה לזה

 



63 
 

 
   www.GooL.co.il �כנסו לבסרטו� פלאש הילפתרו� מלא 

 © יא סלומו�ג –כתב ופתר 

2חשב את) 6( 2 3 2( ) (2 )
S

xz dydz x y z xydzdx xy y z dxdy+ − + +∫∫   

2: גו1 החסו� על ידיהוא פני ה S כאשר       2 2 , 0z a x y z= − − =.  

  

2 פתוחמשטח  Sיהי ) 7( 20 4 , 16y x z≤ ≤ +   . )גליל ללא הבסיסי�( =

 של השדה הוקטורי Sדר.  שט4חשב את ה      
2 55F i j kz y x= + +.  

F חשב את, כלומר      n
S

ds⋅∫∫ כאשר n רמל חיצוני שלוהוא נ S .  

F חשב את) 8( n
S

ds⋅∫∫ כאשר n רמל חיצוני שלוהוא נ S .  

       

2 2
2

2 2

2 (1 ) 1
6 2 arctan

1 1
F i j k

x y xz y y
yz x y

y y

 
  
 

+ + +
= + + −

+ +
   ;  

      S  2 חלק הפרבולואידהוא 24z x y= − 0zשבו  −   ).פתוחהמשטח ( ≤

  

  הערת סימו�

)בהינת� שדה וקטורי , משפט הדיברגנ*לפי  , , ) ( , , ) ( , , )F i j kf x y z g x y z h x y z= + +  

F                                       מתקיי�                           F n
G S

div dV dS= ⋅∫∫∫ ∫∫   

  :הדיברגנ*יסוחי� נוספי� של משפט נ

( )

( )

F F n

F n

G S

x y z

G S

x y z

G S

dV dS

f g h dV dS

f g h dV fdydz gdzdx hdxdy

∇ ⋅ = ⋅

+ + = ⋅

+ + = + +

∫∫∫ ∫∫

∫∫∫ ∫∫

∫∫∫ ∫∫
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  62פרק  $  פתרונות

  

 הער. המשות1 הוא) 1(
11

6
   

הער. המשות1 הוא) 2(
8

3
π    

     27המשות1 הוא הער. ) 3(

)4( 279π   

)5 (16  

)6 (
52

5

aπ
  

)7 (0  

)8 (4π− 
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  72פרק  $ תרגילי� 

  )משפט גרי� במרחב( משפט סטוקס

  

  

  

  

  

  

)1(2 3 5F i j kz x y= + + ;S  2חלק הפרבולואיד 24z x y= − 0zשבו  − ≥ .  

  

)2(( ) ( ) ( )2 24 3 2F i j kx y xy xz z= + − + − + +
    

       S והוא נמצא מעל המישור 4רדיוסו , הוא חצי הכדור שמרכזו בראשיתxy.  

)3(2( )F i j ky z xz y= + − + ;S  משטח התחו� בשמינית הראשונה הוא   

2 המישורי� סו� על ידיהח        6, 2x z y+ =   ושאינו כלול, =

          .xy מישורב. א 

2yמישור ב. ב  =.        

2מישור ב. ג  6x z+ =.        

2חשב את האינטגרל ) 4( 3 24
C

x dx xy dy y xdz+   העקומה בצורת C  כאשר �∫+

  .(1,0,0) � ומש� ל (1,3,3) �מש� ל, (0,3,3) � ל(0,0,0)�ממלב�       

Fחשב את האינטגרל  ) 5( r
C

d⋅∫� כאשר ( ) ( ) ( )2 2 2F i j kx y y z z x= + + + + +  

,(1,0,0)� היא שפת המשולש שקודקודיו ה C �ו       (0,1,0),   וכיוונה(0,0,1)

  ). z � במבט מלמעלה מהכיוו� החיובי של ציר ה(הפו. לכיוו� השעו�       

  

  

כלומר , בדוק שמשפט סטוקס אכ� מתקיי�) 1(�)3(בכל אחד מהתרגילי� 

Fחשב את האינטגרל  n
S

ds⋅∫∫   ואת האינטגרלF r
C

d⋅∫�  והראה שה�

  ).סימו� בסו1 הסעי1ראה הערת (שווי� זה לזה  
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)חשב את ) 6( )F n
S

dS∇× Fכאשר  ∫∫⋅ i j kyz xz xy= + +  

2 הוא החלק של הכדור S �ו       2 2 4x y z+ + 2הכלוא בתו. הגליל  = 2 1x y+ =  

  .xy � ומעל למישור      

)חשב את  ) 7( )F n
S

dS∇× 3כאשר   ∫∫⋅ 2( ) ( ) 3F i j kx z x yz xy= − + + −  

2משטח החרוט הוא  S �ו       22z x y= −   .xy � מישורמעל ל +

  

  ת סימו�הער

)ת� שדה וקטורי בהינ, לפי סטוקס , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )F i j kx y z f x y z g x y z h x y z= + +  

curl)                                                   מתקיי�                           )F r F n
C S

d dS⋅ = ⋅∫ ∫∫�   

  :יסוחי� נוספי� של משפט סטוקסנ

( )

(curl )

(Rot )

( )

( ) ( ) ( )

F r F n

F r F n

F r F n

i j k n

C S

C S

C S

y z z x x y

C S

d dS

d dS

d dS

fdx gdy hdz h g f h g f dS

⋅ = ⋅

⋅ = ⋅

⋅ = ∇× ⋅

+ + = − + − + − ⋅

∫ ∫∫

∫ ∫∫

∫ ∫∫

∫ ∫∫

�

�

�

�

  

  

  72פרק  $ פתרונות 

  

  −16πהער. המשות1 הוא )  2(                                        12πהער. המשות1 הוא )  1(

  �90)  4(                  �18) ג  �9) ב  �6) הער. המשות1 הוא א)  3(

)5  (1�                                                                            )6  (0  

)7  (12π  
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  משטחי� ממעלה שנייה –נספח 

  

  אליפסואיד

  

  

  

  

  חרוט אליפטי

  

  

  

  

  אליפטי גליל

  

  

  

  

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + =  

כ. ; החתכי� במישורי הקואורדינטות ה� אליפסות:  תיאור

aא� . במישורי� מקבילי� ה� ג� החתכי� b c= נקבל  =

 .ל ה� מעגלי�"והחתכי� הנ aע� רדיוס  כדור

:  משוואה
2 2 2

2 2 2

x y z

a b c
+ =  

החתכי� ; )הראשית(הוא נקודה  xyהחת. במישור :  תיאור

  החתכי�. ה� אליפסות xyבמישורי� מקבילי� למישור 

  ;ה� זוג ישרי� הנחתכי� בראשית yz �ו xzבמישור 

  .החתכי� במישורי� מקבילי� למישורי� אלו ה� היפרבולות

    מרכז החרוט הוא על הציר המתאי� למשתנה המופיע לבד * 

 .באחד האגפי�  

:  משוואה
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =  

כ. ה� החתכי� ; הוא אליפסה xyהחת. במישור :  תיאור

  �ו xzהחתכי� במישור . xyבמישורי� מקבילי� למישור 

yz במישורי� ה� זוג ישרי� מקבילי� וכ. ה� החתכי�  

  במידה ומשוואת הגליל היא. מקבילי� למישורי� אלו 

2 2 2
x y r+   .ה� מעגלי� ל"החתכי� הנ, =

  ל הציר המתאי� למשתנה שאינו מופיעמרכז הגליל הוא ע* 

  .במשוואת הגליל
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  יריעתי$היפרבולואיד חד

  

  

  

  

  יריעתי$ דוהיפרבולואיד 

  

  

  

  

  פרבולואיד אליפטי

  

  

  

  

  

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − =  

  כ. ה� החתכי�; הוא אליפסה xyהחת. במישור :  תיאור

  �ו xzהחתכי� במישור . xyלמישור  במישורי� מקבילי�

yz במישורי� מקבילי� כ. ה� ג� החתכי�; ה� היפרבולות  

  .למישורי� אלו

  יריעתי  הוא על הציר המתאי��מרכז היפרבולואיד חד* 

  .למשתנה שלפניו המינוס

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = −  

  החתכי� ; xyלמשטח זה אי� חת. במישור :  תיאור

  ,החותכי� את המשטח,  xy במישורי� מקבילי� למישור

  ;ה� היפרבולות  yz �ו xzהחתכי� במישור . ה� אליפסות

  .כ. ה� ג� החתכי� במישורי� מקבילי� למישורי� אלו

  א על הציר המתאי�יריעתי  הו�מרכז היפרבולואיד דו* 

  .למשתנה שלפניו המינוס

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
+ =  

  החתכי�; )הראשית(הוא נקודה  xyהחת. במישור :  תיאור

  ונמצאי� מעליו ה� xyבמישורי� מקבילי� למישור 

  כ. ה�; ה� פרבולות yz � ו xzהחתכי� במישור . אליפסות

  .ג� החתכי� במישורי� מקבילי� למישורי� אלו

  מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאי�* 

  .למשתנה המופיע ללא ריבוע

0cא� *    0cהפרבולואיד נפתח כלפי מעלה וא�  < < 

  .הפרבולואיד נפתח כלפי מטה
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  היפרבוליפרבולואיד 

  

  

  

  

  

  

  

  דוגמאות שונות

  

  

  

  

  

  

       

   

 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
− =  

  הוא זוג ישרי� נחתכי� xyהחת. במישור :  תיאור

  ה� xyהחתכי� במישורי� מקבילי� למישור ; בראשית

  �נפתחות בכיוו� ציר ה xyאלו שמעל למישור ; היפרבולות

y  ואלו שמתחת למישורxy נפתחות בכיוו� ציר ה� x.  

  כ. ה� ג�; ה� פרבולות yz �ו xzהחתכי� במישור 

  .� מקבילי� למישורי� אלוהחתכי� במישורי

  מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאי�* 

  .למשתנה המופיע ללא ריבוע

0cא� *    0cהפרבולואיד נפתח כלפי מעלה וא�  < < 

  .הפרבולואיד נפתח כלפי מטה

 

  2 23z x y= − −2 2 2

1
4 4 16

x y z
+ + =  

2 2 2 1x y z+ + =  

  1x y z+ + =    2 2
z x y= +    2 24 1z x y= + +  



70 
 

 
   www.GooL.co.il �כנסו לבסרטו� פלאש הילפתרו� מלא 

 © יא סלומו�ג –כתב ופתר 

  הצגות פרמטריות של עקומי� חשובי� $נוסחאות 
  
  
  

  עקו�
  

  דוגמה  הצגה פרמטרית

  

( )( )y f x a x b= ≤ ≤  

  

( ), ( )x t y f t a t b= = ≤ ≤  
( )

( )

2

2

1 2

, 1 2

y x x

x t y t t

= ≤ ≤

⇓

= = ≤ ≤

  

  

( )( )x f y a y b= ≤ ≤  

  

( ), ( )y t x f t a t b= = ≤ ≤  
( )

( )

2

2

1 2

, 1 2

x y y

y t x t t

= ≤ ≤

⇓

= = ≤ ≤

  

  
2 2 2

x y r+ =  
  מעגל

  

( )cos , sin 0 2x r t y r t t π= = ≤ ≤
  

  ד כיוו� השעו�נג
( )

2 2 4

2cos , 2sin 0 2

x y

x t y t t π

+ =

⇓

= = ≤ ≤

  

  
2 2 2

x y r+ =  
  מעגל

  

( )cos , sin 0 2x r t y r t t π= = − ≤ ≤

  ע� כיוו� השעו�
( )

2 2 4

2cos , 2sin 0 2

x y

x t y t t π

+ =

⇓

= = − ≤ ≤

  
  

2 2

2 2
1

x y

a b
+ =  

  אליפסה

  
  

( )cos , sin 0 2x a t y b t t π= = ≤ ≤  

  נגד כיוו� השעו�
( )

2 2

2 2
1

3 5

3cos , 5sin 0 2

x y

x t y t t π

+ =

⇓

= = ≤ ≤

  

  
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =  

  אליפסה

  
  

( )cos , sin 0 2x a t y b t t π= = − ≤ ≤

  ע� כיוו� השעו�
( )

2 2

2 2
1

3 5

3cos , 5sin 0 2

x y

x t y t t π

+ =

⇓

= = − ≤ ≤

  
  

  ישר פרמטרי במישור

0' מהנק 0( , )x y  

1' לנק 1( , )x y  

  

( )

0 1 0

0 1 0

( )

( )

0 1

x x t x x

y y t y y

t

= + −

= + −

≤ ≤

  

,1)' ישר פרמטרי מהנק ,3)'לנק(2 4)  

( )

1 2

2 2

0 1

x t

y t

t

= +

= +

≤ ≤

  

  
  ישר פרמטרי במרחב

0' מהנק 0 0( , , )x y z  

1' לנק 1 1( , , )x y z  

  

( )

0 1 0

0 1 0

0 1 0

( )

( )

( )

0 1

x x t x x

y y t y y

z z t z z

t

= + −

= + −

= + −

≤ ≤

  

,1) �ישר פרמטרי מ   (4,7,9) �ל(2,3

( )

1 3

2 5

3 6

0 1

x t

y t

z t

t

= +

= +

= +

≤ ≤
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  במישור

1במישור  נקודות 2מרחק בי�  1( , )x y 2 �ו 2( , )x y   :2 2

2 1 2 1( ) ( )x x y y− + −  

1ת נקודו 2 העובר דר.  שיפוע ישר 1( , )x y 2 �ו 2( , )x y  :2 1

2 1

y y
m

x x

−
=

−
  

�1 ישר דר 1( , )x y ששיפועו m  :1 1( )y y m x x− = −  

�1 ישר דר 1( , )x y 2 $ ו 2( , )x y  :2 1
1 1

2 1

( )
y y

y y x x
x x

−
− = −

−
  

1 הישרתנאי ש 1y m x n= 2לישר  מאונ�יהיה  + 2y m x n= +  :1 2 1m m⋅ = −  

1 הישרתנאי ש 1y m x n= 2לישר  מקביליהיה  + 2y m x n= +  :1 2m m=  

0 מרחק הנקודה 0( , )x y 0 מהישרax by c+ + = : 
0 0

2 2

ax by c

a b

+ +

+
  

1בי� הישר  αהזוית החדה  1y m x n= 2לישר  + 2y m x n= +  :1 2

1 2

tan
1

m m

m m
α

−
=

+
  

) מעגל שמרכזו בנקודה , )a b  ורדיוסוR  :2 2 2( ) ( )x a y b R− + − =  

: קנונית  משוואת אליפסה
2 2

2 2
1

x y

a b
+   .האליפסהחוצי הצירי� של  b �ו aכאשר  =

: קנונית  משוואת היפרבולה
2 2

2 2
1

x y

a b
−   .הוא חצי הציר הממשי aכאשר  =

2: קנונית  משוואת פרבולה 2y px=   

  

  )וקטורי�(במרחב 

1נקודות  2מרחק בי�  1 1( , , )x y z 2 �ו 2 2( , , )x y z   :2 2 2

2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )x x y y z z− + − + −  

  ההצגה האלגברית של וקטור

1כל נקודה  על 2 3( , , )V v v v ממדי�במרחב התלת  

  נית� להסתכל כעל ח* שמוצאו בראשית הצירי�

(0,0,0)O  וסופו בנקודהV . ח* זה נקרא וקטור  

1ומסומ�  2 3( , , )v v v v=.  

v מקובל לרשו�* 
�

   . vבמקו�   vאו  
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  ההצגה האלגברית של וקטור בעזרת וקטורי הצירי�

(1,0,0):וקטורי הצירי� ה� הוקטורי� , (0,1,0) , (0,0,1)i j k= = =  

ˆˆ  המסומני� ג� כ.                      ˆ(1,0,0) , (0,1,0) , (0,0,1)i j k= = =  

ˆ    או כ.                                       ˆ ˆ(1,0,0) , (0,1,0) , (0,0,1)x y z= = =  

1         או כ.                                  2 3(1,0,0) , (0,1,0) , (0,0,1)e e e= = =  

1 של וקטורההצגה  2 3( , , )v v v v=1היא  בעזרת וקטורי הצירי� 2 3i j kv v v v= + +  

  :  פעולות בי� וקטורי�

1: נתוני� שני וקטורי� 2 3 1 2 3( , , ) , ( , , )a a a a b b b b= =
��

  
  

1: כפל וקטור בסקלר 2 3 1 2 3( , , ) ( , , )k a k a a a ka ka ka⋅ = =
�

  
  

): חיבור וקטורי� )1 1 2 2 3 3, ,a b a b a b a b+ = + + +
��

  

1:  של וקטורי� מכפלה סקלרית 1 2 2 3 3a b a b a b a b⋅ = + +
��

    ( )0a b a b⋅ = ⇔ ⊥
� �� �

.  

) :של וקטורי� פלה וקטוריתמכ ) ( ) ( )( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1, ,a b a b a b a b a b a b a b× = − − − −
��

  

a גודל וקטור
�

2) :  אור. הוקטור(  2 2

1 2 3| |a a a a= + +
�

  

aשל וקטור  הנירמול
�

   :1 2 3

2 2 2

1 2 3

( , , )
ˆ

| |

a a aa
a

a a a a
= =

+ +

�

�  

  כיוו� וקטור במרחב

,יהיו  ,α β γ  1שלוש הזויות שיוצר הוקטור 2 3( , , )a a a a=
�
,ע� הצירי�   ,x y z בהתאמה.  

1 .1 2 3| | cos , | | cos , | | cosa a a a a aα β γ= = =
� � �

  

2 .2 2 2cos cos cos 1α β γ+ + =  

ˆהוקטור . 3 (cos , cos , cos )a α β γ=  הוא וקטור יחידה בכיוו�a
�

 .  

1דר.  ר פרמטרי במישורמשוואת יש 1( , )A x y 2 �ו 2( , )B x y  :  

( )

( )1 1 2 1 2 1

1 2 1 1 2 1

,

( , ) ( , ) ,

( ) , ( )

x a t u a A u B A

or

x y x y t x x y y

or

x x t x x y y t y y

= + ⋅ = = −

= + − −

= + − = + −
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1דר.  ישר פרמטרי במרחבמשוואת  1 1( , , )A x y z 2 �ו 2 2( , , )B x y z  :  

( )

( )1 1 1 2 1 2 1 2 1

1 2 1 1 2 1 1 2 1

,

( , , ) ( , , ) , ,

( ) , ( ) , ( )

x a t u a A u B A

or

x y z x y z t x x y y z z

or

x x t x x y y t y y z z t z z

= + ⋅ = = −

= + − − −

= + − = + − = + −

  

  בי� שני ישרי�  זווית
  

1:  שרי� נתוני� שני י :L x a tu= 2  �ו   + :L x b sv= +  

:  מקיימת בי� הישרי�αהזווית 
| |

cos
| || |

u v

u v
α

⋅
=                                                                                                                                                        

  

0ax:  משוואת מישור by cz d+ + + )כאשר  = , , )v a b c=
�

  .למישור) מאונ.(וקטור נורמל  

 �1: נקודות 3משוואת מישור דר 1 1 2 2 2 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )x y z x y z x y z:  

  

1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

det 0

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

− − − 
 

− − − = 
 − − − 

  

  מישור מרחק נקודה מ

0קודה מרחק הנ 0 0( , , )x y z  0מהמישורax by cz d+ + + = : 0 0 0

2 2 2

ax by cz d

a b c

+ + +

+ +
                                                          

  ישר ומישור  זווית בי�

L:ישר :  נתוני� x r tu= 0axומישור    + by cz d+ + + = .   

  :מקיימת בי� הישר למישורαהזווית 
| |

sin
| || |

u v

u v
α

⋅
)באשר  = , , )v a b c=.  

  :הערה

) ישרה , , )x t a b c=  0מאונ. למישורax by cz d+ + + =.  

L:א� הישר , לפיכ. x r t u= + 0uמקביל למישור אז  ⋅ v⋅ =.  

  בי� שני מישורי� זווית

2:  נתוני� שני מישורי� 2 2 2 1 1 1 10, 0a x b y c z d a x b y c z d+ + + = + + + =  

1  :שבי� המישורי� מקיימת  αהזווית  2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

| |
cos

a a b b c c

a a a b b b
α

+ +
=

+ + ⋅ + +
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  גבולות –סחאות ונ

  

0

1 1 1 1 1
0 , 0

0 0

______________________________________________________________________

0 1

______________________________________________________________________

ln

0

x

y
x

y e e e e

y x

x x x

+ −

−∞ ∞

= = = ∞ = −∞ =
−∞ ∞

= = = = ∞

= − − −

→ −∞ → →∞

ln(0 ) ln( )

______________________________________________________________________

arctan atan( ) atan(0) 0 atan( )
2 2

_____________________________________________________________________

,x

y x

y a

π π

+ = −∞ ∞ = ∞

= −∞ = − = ∞ =

= 0

0
0 1

1 0 1

, 1 0

_____________________________________________________________________

sin sin 0 0

_____________________________________________________________________

cos

x
a

a a a a

y a a a a

y x

y

−∞ ∞

−∞ ∞
< <

> = = = ∞

= = ∞ = =

= − − − = − − −

= cos 0 1

_____________________________________________________________________

sin
0 1 0

_____________________________________________________________________

tan
1

_________________________

x

x
y

x

x
y

x

− − − = − − −

=

= − − − − − −

1

33 3

(from right)

____________________________________________

1
1 1

(1 ) 1

_____________________________________________________________________

0 0

0 0

__________________

x

x

y e e
x

y x e

y x

y x

+

 
= + 
 

= + − − −

= − − − = ∞ = ∞

= − ∞ = ∞ = ∞

0 0

___________________________________________________

Defined Limits:

, ( ) , , , ( ) , / ( )

Undefined Limits :

0
, , , 0 , 1 , 0 ,

0

a a a

∞

∞ ⋅∞ = ∞ ∞ −∞ = −∞ ∞ + ∞ = ∞ ∞ ± = ∞ ∞ ⋅ ± = ±∞ ∞ ± = ±∞

∞
∞ − ∞ ⋅∞ ∞

∞
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  נגזרות –נוסחאות 

  

2

2

2

1. ' 0

12. ' '

3. ' '

4. ' ' ln

1
5. ln ' '

6. sin ' cos '

7. cos ' sin '

1
8. tan ' '

cos

1
9. cot ' '

sin

1
10. arcsin ' '

1

11. ar cos '

y a y

n ny f y n f f

f f
y e y e f

f f
y a y a f a

y f y f
f

y f y f f

y f y f f

y f y f

f

y f y f

f

y f y f

f

y f y

→

→

→

→

→

→

→

→

→

→

→

= =

−= = ⋅ ⋅

= = ⋅

= = ⋅ ⋅

= = ⋅

= = ⋅

= = − ⋅

= = ⋅

= = − ⋅

= = ⋅

−

= =

( ) ( )

2

2

2

2

2

18. ( ) ' ( ) ( ( ) ln( ( )) '

1
'

1

1
12. arctan ' '

1

1
13. ar cot ' '

1

14. sinh ' cosh '

15. cosh ' sinh '

1
16. tanh ' '

cosh

1
17. coth ' '

sinh

g x g xy f x y f x g x f x

f

f

y f y f

f

y f y f

f

y f y f f

y f y f f

y f y f

f

y f y f

f

→

→

→

→

→

→

→= = ⋅ ⋅

− ⋅

−

= = ⋅
+

= = − ⋅
+

= = ⋅

= = ⋅

= = ⋅

= = − ⋅
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  אינטגרלי� –נוסחאות 

  

1 1

_

1 ( )
1 ( ) 1

1 1

1 1 1
ln | | ln | |

1

1
ln ln

1
cos sin cos( ) sin( )

sin

n n
n n

x x ax b ax b

x
ax b

x
ax b

adx ax c

x ax b
x dx c n ax b dx c n

n a n

dx x c dx ax b c
x ax b a

e dx e c e dx e c
a

k kk dx c k dx ck a k

xdx x c ax b dx ax b c
a

xd

+ +

+ +

+

= +

+
= + ≠ − + = + ≠ −

+ +

= + = + +
+

= + = +

= + = +

= + + = + +

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

2 2

2

1
cos sin( ) cos( )

1
tan ln | cos | tan( ) ln | cos( ) |

1
cot ln | sin | cot( ) ln | sin( ) |

1 1 1
tan tan( )

cos cos ( )

11
cot

sinsin

x x c ax b dx ax b c
a

xdx x c ax b dx ax b c
a

xdx x c ax b dx ax b c
a

dx x c dx ax b c
x ax b a

dx x c
x

= − + + = − + +

= − + + = − + +

= + + = + +

= + = + +
+

= − +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ 2

2 2 2 2

2 2

2 22 2

1
cot( )

( )

1 1 1 1
ln | tan | ln | cot |

cos cos sin sin

1 1 1 1
arctan ln

2

11
ln | |arcsin

' 1
ln | | '

2

dx ax b c
ax b a

dx x c dx x c
x x x x

x x a
dx c dx c

x a a a x a a x a

x
dx x x a cdx c

a x aa x

f
dx f c f f dx f

f

= − + +
+

= + + = − +

− 
= + = + 

+ − + 

 
= + ± += + 

  ±−

= + ⋅ =

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫∫

∫ ∫
2

3

2

' cos ' sin( )

'
sin ' cos( ) 2

2
' ' '

3

f f

c

e f dx e c f f dx f c

f
f f dx f c dx f c

f

f f dx f c u v dx u v u vdx

+

⋅ = + ⋅ = +

⋅ = − + = +

⋅ = + ⋅ = ⋅ − ⋅

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫
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  טריגו –נוסחאות 

2 2

2 2 2 2

2

2

2

2

2

2

sin cos 1

sin
tan

cos

cos
cot

sin

sin 2 2sin cos

cos 2 cos sin 1 2sin 2cos 1

1
1 tan

cos

1
1 cot

sin

1
sin (1 cos 2 )

2

1
cos (1 cos 2 )

2

1
sin cos sin( ) sin(

2
a

α α

α
α

α
α

α
α

α α α

α α α α α

α
α

α
α

α α

α α

α β β α

+ =


=


 =


=


= − = − = −


+ =


 + =



= −


 = +


= + +( )

( )

( )

)

1
sin sin cos( ) cos( )

2

1
cos cos cos( ) cos( )

2

2
sin sin

( ) 2

2
cos cos

2

tan tan

cot cot

sin 0

cos 0
2

a

a

x k
x

x k

x k
x

x k

x x k

x x k

x x k

x x k

β

α β β α β

α β β α β

α π
α

π α π

α π
α

α π

α α π

α α π

π

π
π


−




= − − +



= + + −


 = +
= ⇒ 

= − +
 = + 

= ⇒ 
= − +

 = ⇒ = +


= ⇒ = +

= ⇒ =



= ⇒ = +  
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  אלגברה –נוסחאות 

  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

3 3 2 2 3 3 3 2 2

3 3 2 2 3 3

4 4 3 2 2 3 4

4 4 3 2 2 3 4

( ) 2 ( ) 2

( ) 2 ( )( )

( ) 3 3 ( )( )

( ) 3 3

( ) 4 6 4

( ) 4 6 4

a b a ab b a b a b ab

a b a ab b a b a b a b

a b a a b ab b a b a b a b ab

a b a a b ab b a b

a b a a b a b ab b

a b a a b a b ab b

 + = + + + = + −


− = − + − = − +
 + = + + + + = + + −


− = − + − −
 + = + + + +

 − = − + + +

( )

3 2 2

4 4 2 2 2 2 2

4 4 2 2 2 2

0

1

2

( )( )

( ) 2

( )( )

0, 0

ln ln ln

ln ln l

( )

1

1

,

ln

m n m n

m
m n

n

n
m mn

n n n

n n

n

n

n

m

n m n

x

a b a b ab

a b a b a b

a b a b a b

a b
a a a

a b ab
a

a
a a b

a a

ab a b

a a

b b

a

a
a

a a a a

a b x b

+

−

−








= − + +
 + = + −

 − = − +

> > =
 + =
 =
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